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[参考答案] 

第 1 讲:任意角及其度量 

1. 
6


 ，45 ，

360


；2. 四，一；3. 

20 100
,

3 3
  ；4. 

3


；5. { | 2 , }

2
k k


     ； 

6. { | 2 2 , }
2

k k k


         ；7. 
5

5
；8. 0；9. 

2

5
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5
 ；11. 

2 5

3 3
x  ；12. ( 3,1)P  . 

13. D；14. C；15. D. 

16. 2sin  
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19.(1)
2 4
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3 3

k k k      ；(2)
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4 4

k k k


      

20.证明略. 

 

第 2 讲：同角三角比的关系和诱导公式 

1. 
1

2
；2. 3 ；3. cos40 sin 40 ；4. 1 3 ；5. 

22sec  ；6. 
22sec  ； 

7. -2；8. 
5

3
 ；9. 
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12
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4

5
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5
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13. D；14. B；15. D. 

16. 5. 

17. 
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18. 
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tan
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   . 

19. 
2 2

1 1
16
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  . 

20. 
4 9 4 2 22
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 . 
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第 3 讲:两角和与差的余弦,正弦 

1. 
1

3
；2. 

6 2

4


 ；3. 2 cos ；4. 

2

2
；5. -1；6. 

5
,

6 6

 
；7. 

6 2

4


；8. 1；9. 

3

2
；

10. 
24

5
；11. 

63
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4

5
 . 

13. B；14. B；15. A. 

16.略. 

17.原式
tan 5 3

tan 3 5






  


. 

18.第四象限角. 

19.
56 16

,
65 65

  . 

20.
1

cos( )
2

    . 

 

第 4 讲:两角和与差的正切 

1. 2 3 ；2. 
1

3
 ；3. -1；4. 

3

22
；5. 3 ；6. 

3

4
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  ；8. 

8

5
；9. 
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6
  ；

10. 3 ；11. 
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10
；12. 2 3 . 

13. D；14. B；15. B. 

16. 
1

9
a  . 

17. 原式
2
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3 3


   . 

18. tan(2 ) 1   ,
3

2
4

     . 

19. 3m  . 

20. ,
6 4

 
   . 
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第 5 讲:二倍角的正弦、余弦和正切 

1. 
1

4
；2. 

3

2
；3. 4；4. 

2

2
；5. 7；6. 

2 2

3
 ；7. 
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25
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3

6
；9. 

1
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4
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18. 
24

13
. 

19. 
3

2
. 
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第 6 讲:半角的正弦、余弦、正切 

1.
15

5
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10. b ；11. 
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；12. 
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. 

13. C；14. B；15. C. 

16. 
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. 

17. 
5

13
. 

18. 3 . 

19. 
2

6
 . 

20. max

2
tan

4
  ，此时 tan( ) 2   . 
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第 7 讲:三角比的阶段测试 

1. 一、三；2. 
5

3
；3. 

1

2
；4. 

24

7
；5. 

2 2

3
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1

2
；7. 

11
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3
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 . 
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4
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2
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65
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第 8 讲:正弦定理、余弦定理和解斜三角形(一) 
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19. 4. 

20. 12 3 . 

 

  



5 
 

第 9 讲:正弦定理、余弦定理和解斜三角形(二) 

1. 2 19 ；2. 等腰三角形或直角三角形；3. 
2

3


；4. 锐角三角形；5. 等腰三角形；6. 等边三角形；

7. 
13
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13
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25
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 . 
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16. 
1

4
. 
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20. max

64
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第 10 讲:期中阶段练习 

1. 二；2. 
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2
；3. 
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 ；4. 4sin( )

6


  ；5. 
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9
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5
 ；9. 0；10. 
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22
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4
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1
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16

c
S  . 

18.(1)
1
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5
. 

19. 3 

20. (1)不存在；(2) 4 2 2 . 
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第 11 讲:正弦函数、余弦函数的图像与性质 

1. 
3

(0,0), ( , 1), ( ,0), ( ,1), (2 ,0)
2 2

 
  ； 2. 

1

2
 ； 3. 2 ； 4. { | , }

2
x x k k


   ； 5. 

[2 ,2 ],k k k    ；6. 
5

{ | , }
12

x x k k


   ；7.  ；8. 10；9. 偶；10. -9； 

11. [ , ],
3 6

k k k
 

    ；12. 
2 7

[0, ],[ , ]
6 3 6

  
. 

13. A；14. B；15. A 

16. 当
6

x


 时，
max( ) 2f x  ；当

6
x


  时，

min( ) 1f x   . 

17. 
5

6


  时，

2 2

max

3
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4
S a b ab   . 

18. 
7

[4 ,4 ],
3 3

k k k
 

    . 

19. [2 ,2 ],
3

x k k k


      . 

20. (1)T  ；(2) min max2, 2y y  . 

 

第 12 讲:函数 sin( )y A x   的图像与性质 

1. 不变，变为原来的 3 倍；2. 变为原来的
1

3
，不变；3. 

2
3, ,

3 6

 
 ；4. 3；5. 

3

2
；6. 

3
3,

2
 ；7. 左，

4


；8. 右，

6


；9. 2；10. ,

4 4
x x

 
   ；11. 3；12. 4sin( )

6
y x


  . 

13. D；14. B；15. B. 

16. min| |
6


  . 

17. (1) ( ) 2sin(2 )
6

f x x


  ；(2)[ 1,2] . 

18. min 6  . 

19. (1)
3

2
  ；(2)

2 2 7
[ , ],

3 4 3 12

k k
k

   
   . 

20. (1) 8T  ；(2) max

3
( )

2
g x  . 
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第 13 讲:反三角函数与最简三角方程 

1. 
2

3


；2. 

4


；3. 

1
arccos

3
  ；4. 

4

5


；5. ( , 1] [1, )   ；6. 

1 3
arccos(1 ), [ , ]

2 2
y x x   ；

7. 7；8. { | , , }
2 4

k
x x x k k

 
    ；9. { | 2 ( 1) , }

3

kx x k k


    ； 

10. 
2

{ | 2 , 2 , }
3

x x k x k k


     ；11. 18 ；12. 
5

{ | 2 , }
6

x x k k


   . 

13. A；14. D；15. C. 

16. [ , ]
3 3

 
 . 

17. (1)
1 1

arcsin , arcsin
3 3

x x    ；(2)
1 1

arctan , 2 arctan
2 2

x x     . 

18. 
1 3

{ | arctan , }
4 2 4

x x k k


    . 

19. { | arctan3, }x x k k   . 

20. [1,2)k . 

 

  



8 
 

第 14 讲:数列的概念 

一、知识梳理 

一、数列及相关概念 

1、数列及数列的项 

按  一定次序 排列的  一列数   叫做数列，数列中的  每一个数 都叫做这个数列的项。 

2、数列的通项公式 

数列{ }na 的
nn a n第 项 与项数 之间的关系可以用一个公式来表示，这个公式就叫做这个数列的通项

公式。 

二、数列与函数 

数列可以看作是一个定义域为 N 正整数集 （或它的 {1 2 3 }n有限子集 ，，， ， ）的函数，当自变量n

从 1 开始依次取值时对应的一列函数值。数列的  通项公式  是相应函数的解析式，它的图像是  一

群孤立点   。 

三、数列的分类 

1、根据数列的项数可分为  有穷数列  、   无穷数列   。 

2、按照数列的每一项顺序号变化的情况可分为： 

（1）递增数列；（2）递减数列；（3）摆动数列；（4）常数列。 

四、递推公式 

如果已知数列{ }na 的  第一  项（或  前几  项），且任一项 na 与它的 1na 前一项 （或前几项）

间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式就叫做这个数列的递推公式。 

二、典型例题 

例 1、根据数列的前几项，写出下列各数列的一个通项公式： 

（1）0 8 0 88 0 888 ;. , . , . ,  

（2）
1 1 5 13 29 61

2 4 8 16 32 64
 ，， ， ， ， ， ； 

（3）
3 7 9

2 10 17
，， ， ， ；1  

（4）0 1 0 1，，，，  

解：（1）
8 1

1
9 10n
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（2）  
2 3

1
2

n
n

n


     

（3）
2

2 1

1

n

n




 

（4）
0

1
n

n
a

n


 


为奇数

为偶数
； 

1 ( 1)

2

n

na
 

 ； 

2 ( 1)
sin

2
n

n
a


 ；

1 cos

2
n

n
a


 等。 

例 2、已知下面数列
n{ a }的前 n 项和

nS ，求
n{ a }的通项公式： 

（1） 22 3nS n n  ； 

（2） 3n

nS b  。 

解：（1） 4 5na n   

（2）当 1b   时， 12 3n

na   ； 

当 1b   时，
1

3 1

2 3 2
n n

b n
a

n

 
 

 
 

例 3、根据下列各个数列 n{ a }的首项和递推关系，求其通项公式。 

（1） 1

1 11 3 2n

n na ,a a ( n );

     

（2） 1 1

1
1 2n n

n
a ,a a ( n );

n



    

（3） 1 1

1 1
1

2 2
n na ,a a ( n N );

      

解：（1）由 1

1 3n

n na a 

  得 1

1 3n

n na a 

  ，所以 

2 1 3a a  ， 

2

3 2 3a a  ， 

3

4 3 3a a  ， 

， 

1

1 3n

n na a 

  ， 
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累加得
1

2 1

1

3 1 3 3 3
3 3 3

1 3 2

n n
n

n

( )
a a


  

      


， 

又因为
1 1a  ，故

3 1

2

n

na


  

（2）由 1

1
n n

n
a a

n



 得

1

1n

n

a n

a n


 ，所以 

2

1

1

2

a

a
 ， 3

2

2

3

a

a
 ， ， 

1

1n

n

a n

a n


 ， 

累乘得
1

1na

a n
 ，又因为 1 1a  ，故

1
na

n
     

（3）设 1

1

2
n na x ( a x )    得 1

1 1

2 2
n na a x   ， 

与 1

1
1

2
n na a   对照可得

1
1

2
x  ，所以 2x   ， 

从而有 1

1
2 2

2
n na ( a )    ，且 1

5
2

2
a    ， 

所以{ 2}na  是以
5

2
 为首项，

1

2
为公比的等比数列。 

所以
15 1

2 ( )
2 2

n

na    ，所以
1

5 2
2

n

na
 

    
 

 

 

例 4、若 2 2 0 1xf ( x ) log x log ( x )    ，数列 n{ a }满足 2 2na
f ( ) n,( n N )  。 

（1）求数列 n{ a }  通项公式； 

（2）判断此数列的单调性。 

解：（1）由 2 2xf ( x ) log x log  得 

2 2

1
2 2 2 2n n

an

a a

n

n

f ( ) log log a n
a

     ， 

所以 2 2 1 0n na na   ，解得
2 1na n n   。 

因为0 1x  ，所以0 2 1na
  ，从而有 0na  。 

故
2 1na n n      
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（2） 

2

2 2

2

2

1

( 1)( 1)

1

1

1

na n n

n n n n

n n

n n

  

   


 

 
 

 

易得函数
2

1
( )

1
f x

x x
 

 
在 (0, ) 上递增， 

从而数列 n{ a }是递增数列。 

 

 

 

 

 

 

 

例 5、已知数列 n{ a }的通项公式为
2

2

9 9 2

9 1
n

n n
a

n

 



   

（1）求这个数列的第 10 项； 

（2）
98

101
是不是该数列中的项，为什么？ 

（3）求证：数列中的各项都在区间（0，1）内； 

（4）在区间 








3

2
,

3

1
内有无数列中的项？若有，有几项？若无，说明理由。 

解：设
13

23

19

299
)(

2

2











n

n

n

nn
nf  

（1）令 n=10,得第 10 项； 10

28

31
a   

（2）令 3009,
101

98

13

23





n

n

n
得 ， 

此方程无自然数解，所以不是其中的项 

（3）证明： 
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3 2 3 1 3 3
1

3 1 3 1 3 1

3
, 0 1, 0 1

3 1

n

n

n n
a

n n n

n N a
n



  
   

  

      


 

（4） 

令

1 3 2 2
,

3 3 1 3

7

3 1 9 6 6

9 6 6 2 8

3

n

n
a

n

n
n n

n n
n


  




   

  
    



 

3

8

6

7
 n    在区间内当且仅当 ,2 n  

 

 

 

三、巩固训练 

1． 写出下面各数列的一个通项： 

1 4 9 16
(1) , , , ,

2 4 5 7 8 10 11 13
 

   
；                     

2

( 1)
(3 1)(3 1)

n

n

n
a

n n
 

 
 

(2)数列的前 n 项的和 
22 1nS n n   ；                  

4 ( 1)

4 1 ( 2)
n

n
a

n n


 

 
 

(3)数列 na 的前 n 项和 rraS nn (1 为不等于0,1的常数) ． 

11
( )

1 1

n

n

r
a

r r


 

 

2、数列 n{ a }中， 1 21 4a ,a  且
2 1n n na a a ( n N )

    ，则 2009a  4  

提示：依次写出数列前几项可得 

1，4，3，-1，-4，-3，1，4， ， 
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得
6n na a  ，从而有

2009 5 4a a    

3、已知数列
n{ a }的通项公式为

2 4

2
n

n
a

n


 ，则它的最小项为  2   

4、在数列{ }na 中，
1 21 2a ,a ,  且

2 1 ( 1) ( ),n

n na a n N

      则该数列的前 100 项和
100S   

2600   

提示：
1 3 5 2 1ka a a a      ， 

2 2 2 2(k ),k ka a N

     

所以 100

50
50 1 2 100 2600

2
S ( )      

5、依次写出数 1 2 31a ,a ,a , 法则如下：如果 2na  为正整数且未写出过，则写 1 2n na a   ，否

则就写 1 3n na a   ，那么 6a                            （  C  ） 

2 4 6 5A B C D、 、 、 、  

提示：此数列的项依次为 1，4，2，5，3，6，  

6、已知 kS 表示数列{ }ka 的前 k 项和，且
1 1( )k k kS S a k N

    ，那么此数列是（ C  ） 

A、递增数列       B、递减数列      C、常数列      D、摆动数列 

提示：由 1 1 1k k k k kS S a S S      可得 0kS  ， 

且 1 1 0a S  ，故该数列每项均为 0. 

7、若数列 n{ a }中， 1 11 3 1n na ,a S ( n )   ，求 n{ a }的通项公式。 

解：
2

1 1

3 4 2
n n

n
a

n


 

 
 

8、已知各项均为正数的数列 n{ a }中，
2

12 1n na a ( n N )

    。 

（1）试求 1a 的值，使得 n{ a }是一个常数列； 

（2）试求 1a 的取值范围，使得 n{ a }为递增数列。 

解：（1）欲使正数数列 n{ a }是一个常数数列，则 1n na a  ， 22 1n na a   ， 

解得 1na  或
1

2
na   （舍），即 1 1na a  。 
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（2） 2

12 1n na a   ， 2

12 1n na a    ， 

两式相减得
1 1 12( )( )n n n n n na a a a a a      ， 

而
1 0n na a   ，所以

1n na a  与
1n na a  同号。 

即
1n na a  ，

1n na a  ，
1 2n na a  ， ，

2 1a a  

有相同的符号。 

要使
1n na a  对任意的n N 都成立，只需

2 1a a 。 

由 1
1

1

2

a
a


 解得 1

1
1

2
a   ， 

又 1 0a  ，故 10 1a  。 

 

 

 

 

 

 

 

能力提升 

古希腊人常用小石子在沙滩上摆成各种形状来研究数，例如：      

 .     

他们研究过图 1 中的 1，3，6，10，…，由于这些数能够表示成三角形，将其称为三角形数;类似地，

称图 2 中的 1，4，9，16…这样的数为正方形数。下列数中既是三角形数又是正方形数的是  (  C  ) 

A.289                B.1024             C.1225               D.1378 

【解析】由图形可得三角形数构成的数列通项 1
2

n

n
a ( n )  ， 
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同理可得正方形数构成的数列通项 2

nb n ， 

 

第 15 讲:等差数列 

知识梳理 

1、等差数列的定义： 

如果一个数列从第二项起，每一项与它的前一项的差 

等于 同一个常数   ，那么这个数列就叫等差数列， 

这 个常 数叫做   等差数 列的 公差   ，公差通 常用 字母 d 表 示，定义 的表 达式为

1 ( 2, )n na a d n n N

     

或
1 ( )n na a d n N

     

2、等差中项：如果 , ,a A b 成等差数列，那么 A 叫做 

a 与b 的等差中项， A 
2

a b
。 

3、等差数列的通项公式： 

若等差数列{ }na 的首项为 1a ，公差为d ，则 na  1 ( 1)a n d  。 

4、等差数列的前 n 项的和公式： nS  1( )

2

nn a a
， 

nS  1

( 1)

2

n n
na d


 。 

5、等差数列的判定常用方法： 

（1）定义法： 1n na a d  ； 

（2）中项法： 1 12 n n na a a   ； 

（3）通项法： na dn c  ； 

（4）前 n 项和公式法： 2

nS an bn  。 

6、简单性质:(1)若m n p q,   则
m n p qa a a a    

(2) ,,, 232 nnnnn SSSSS  组成公差为 dn2
的等差数列. 

(3) ,,, 2mnmnn aaa  组成公差为md 的等差数列. 

典型例题 
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考点一：等差数列的基本运算 

例 1、 

(1)在等差数列 na 中,已知
4 99, 6,a a   63,nS   

.n求  

(2)若一个等差数列前三项和为 34,后三项和为 146,且所有项的和为 390,求这个数列项数. 

(3)已知 na 为等差数列,前10项的和为 ,10010 S 前100项的和 10100 S ,求前110项的和 .110S  

解:（1）设首项为 1a ,公差为d ,则 

















3

18

86

39 1

1

1

d

a

da

da
得  

76:)1(
2

3
1863  nnnnnSn 或得  

（2） 

1 2 3 1 2

1 2 1 3 2

34, 146,n n n

n n n

a a a a a a

a a a a a a

 

 

     

    

又
 

60,180)(3: 11  nn aaaa两式相加得 , 

13,390
2

)( 1 


 n
aan

S n
n 得由  

(3)分析一:方程的思想,将题目条件应用公式表示成 

关于首项 1a 与公差d 的两个方程. 

设 na 的首项为 1a ,公差d ,则 

























100

1099
50

11

:

1099100
2

1
100

100910
2

1
10 1

1

1

d

a

da

da
解得  

110109110
2

1
110 1110  daS  

分析二:运用前 n 项和变式: BnAnSn  2
 

 na 为等差数列,故可设 BnAnSn  2
, 
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则
100 10 100

10000 100 10

A B

A B

 


 
两式相减化简得 

110 1A B    

110)110(1101101102

110  BABAS  

分析三： 11 100
100 10

( ) 90
90

2

a a
S S

 
     

11 100 2a a     

110
2

110)(

2

)(110 100111101
110 







aaaa
S  

考点二：等差数列的判定 

例 2、在数列{ }na 中， 

1 1

1 2
1, 1 ,

4 2 1
n n

n n

a a b
a a

   


，其中n N 。 

求证：（1）数列{ }nb 是等差数列；（2）求证：在数列{ }na 中对于任意的n N ，都有 1n na a  。 

证明：（1）因为 

1

1

2 2

2 1 2 1

2 2

1 2 1
2(1 ) 1

4

n n

n n

n

n

b b
a a

a

a





  
 

 


 

 

4 2
2

2 1 2 1

n

n n

a

a a
  

 
，n N ， 

所以数列{ }nb 是等差数列。 

（2）因为 1 1a  ，所以 1

1

2
2

2 1
b

a
 


， 

所以 2 ( 1) 2 2nb n n     。 

由
2

2 1
n

n

b
a




得
2 1

2 1n

n

a
b n

   ，故
1

2
n

n
a

n


 。 
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由 1

2 1 1
0

2( 1) 2 2 ( 1)
n n

n n
a a

n n n n


  
    

 
 

得在数列{ }na 中对于任意的n N ，都有
1n na a   

例 3.已知数列 na 的首项 31 a ,通项 na 与前 n 项和 nS 之间满足 )2(2 1   nSSa nnn  

(1)求证:









nS

1
是等差数列,并求公差; 

(2)求数列 na 的通项公式; 

(3)数列 na 中是否存在正整数k,使得不等式 1 kk aa 对任意不小于 k的正整数都成立?若存在,求出

最小的 k,若不存在,请说明理由. 

1

1

1 1

1 1

2 ,
2

2 2

1 1 1 1 1
, ,

2 3

n n n

n n n

n n n n

n n

a S S
n

a S S

S S S S

S S S





 



 
 



  

    

解：(1)当 时

而

 

.
2

1
,

3

11
的等差数列是首项为 









 d
Sn

 

(2)

1

1 1 1 5 3
( 1) ( ) ,

2 6n

n
n

S S


     

6

5 3
nS

n
 


 

1

1 18
2 ,

2 (3 5)(3 8)
n n nn a S S

n n
   

 
当 时  

3 ( 1),

18
( 2)

(3 5)(3 8)

n

n

a
n

n n




  
  

 

(3) 1 2 1 23, 9,a a a a    ， 

当 2n  时， 

1

108
0

(3 2)(3 5)(3 8)
k ka a

k k k
  

  
 

1

2 5 8
, 3 ,

3 3 3
k kk k k a a       或 当 时 有  

所求最小 k=3. 

考点三：等差数列的性质 
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例 4、（1）一个等差数列的前 12 项和为 354，前 12 项中偶数项之和与奇数项之和的比为32: 27，

求公差d ； 

（2）在等差数列 na 中，已知
9 18S  ，

4 30( 9)na n   ， 240nS  ，求 n 。 

解：（1）由题意得
354 192

32 : 27 162

S S S

S S S

   
 

 

奇 偶 偶

偶 奇 奇
：

 

又因为 6 30S S d  偶 奇
，故 5d  。 

（2）由 9 1 9 5

9
( ) 9 18

2
S a a a    得

5 2a  ， 

又
1 5 4( ) ( ) (2 30) 240

2 2 2
n n n

n n n
S a a a a        ， 

故 15n  。 

考点四：数列中的范围与最值问题 

例 5、在等差数列 na 中， 

（1）若 1 20a  ，前 n 项和为 nS ，且 10 15S S ，求当 n 取何值时， nS 最大？并求出它的最大值； 

（2）若 1 9 120,a S S  ，则该数列前多少项的和最小？ 

解：（1）由 1 10 1520,a S S  ，解得公差
5

3
d   。 

10 15 15 10 11 12 13 14 15, 0S S S S a a a a a         11 15 12 14 13 132 , 0a a a a a a      。 

因为公差 10, 0d a  ，所以 1 2 11 12, , , ,a a a a 均为正数，而 14a 及以后各项均为负数。 

所以当 12n  或13时， nS 有最大值 12 13 130S S  。 

（2）设等差数列 na 的公差为d ，则由题意得 

1 1

9 8 12 11
9 12

2 2
a d a d

 
   ， 

即 13 30a d  ，所以 1 10a d  。 1 0, 0a d   

2

1

2

1 1 21
( 1)

2 2 2

21 441
( )

2 2 8

nS na n n d dn dn

d
n d

     

  

 

所以 nS 有最小值。又因为n N ， 
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故当 10n  或11时
nS 取最小值。 

巩固训练 

1、一个凸 n 边形，各内角的度数成等差数列，公差为 10°，最小内角为 100°，则边数ｎ＝   8    . 

提示：
( 1)

100 10 180( 2)
2

n n
n n


     

解得 8 9n  或 。当 9n  时，最大内角为180 ，舍去。 

2、项数为偶数的等差数列，其奇数项之和为 24，偶数项之和为 30，且末项比首项大 11，则此数列

的项数是   12   项。 

解：设一共有2n项，则 

6S S nd  偶 奇
① 

又 2 1 (2 1) 11na a n d    ②， 

由①②得 6n  ，所以一共有 12 项。 

3、等差数列 na 中， 1 0 0a ,d  ，且 4 12| a | | a | ，若前 n 项和 nS 取得最小值，则n    7 或 8   

解：有题意得 4 120 0a ,a  ，故 0d  且 4 12 0a a  ，即 8 0a  。 

4、首项为-24 的等差数列，从第 10 项起开始为正数，则公差的取值范围是  （ D ） 

A、  d>
8

3
   B、 d<3  C、  

8

3
≤d<3   D、 

8

3
<d≤3 

解：
10

9

24 9 0

24 8 0

a d

a d

   


   
 

5、设数列{ }na 是等差数列，且 2 86, 6a a   ， nS 是数列{ }na 的前n 项和，则    （  B  ） 

A. 4 5S S              B. 4 5S S             C. 6 5S S              D. 6 5S S  

6、数列{ }na 的前 n 项和
21

2
2

nS n n ( n N )   ，数列{ }nb 满足
1n

n

n

a
b

a


 ， 

（1）判断数列{ }na 是否为等差数列，并证明你的结论； 

（2）求数列{ }nb 中的最大项和最小项。 

答案：（1）
5

2
na n  ，是等差数列  

（2）
2

1
2 5

nb
n

 


，最大项 3 3b  ，最小项 2 1b    
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7、已知两个等差数列 5，8，11，…和 3，7，11…都有 100 项，问它们有多少相同的项？并求出所

有相同项的和。 

分析一：两个等差数列的相同的项按原来的先后次序组成一个等差数列，且公差为原来两个公差的

最小公倍数。 

解：设两个数列相同项按原来的前后次序 

组成的新数列为 na ，则 111 a  

∵数列5，8，11，…和3，7，11…的公差分别为3与4 

  112,1243  nada nn 的公差  

又因为数列 5，8，11，…和 3，7，11…的 

第 100 项分别是 302 和 399， 

,,5.25302112  Nnnnan 又即  

所以两个数列有 25 个相同的项。 

其和 387512
2

2425
251125 


S  

分析二：由条件可知两个等差数列的通项公式， 

可用不定方程的求解法来求解。 

解：设数列 5，8，11，…和 3，7，11…分别 

为    14,23,,  nbnaba nnnn 则  

设 na 中的第 n 项与 nb 中的第 m 项相同，即 

4
3 2 4 1 1, , ,

3

3 , ( ) 4 1

n m n m m n N

m r r N n r





      

    

又

设 得

 

根据题意得： 

)(251:
100141

10031









Nrr

r

r
解得  

从而有 25 个相同的项，且公差为 12，其和 

387512
2

2425
251125 


S  

能力提升 
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若数列{ }na 为等差数列，则该数列的前 n 项和 1

2

n
n

n( a a )
S


 。试对其逆命题进行研究，写出你的

结论，并证明。 

答案：逆命题是：若数列{ }na 的前 n 项和 1

2

n
n

n( a a )
S


 ，则该数列是等差数列。这是一个真命题。 

证明：由条件得 

12 n nS n( a a )  ①， 

1 1 12 1n nS ( n )( a a )    ② 

1 1 12 1 2n nS ( n )( a a ),( n )     ③ 

②-①得： 1 11 n n( n )a na a   ④ 

①-③得： 1 11 2n n( n )a ( n )a a    ⑤ 

④+⑤化简得 1 1 2n n na a a   ， 

即 1 1n n n na a a a     

所以数列{ }na 为等差数列。 
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第 16 讲等比数列 

知识要点 

1、等比数列的定义： 

如果一个数列从第二项起，每一项与它的前一项的比等于 同一个非零常数   ，那么这个数列就叫

等比数列，这个常数叫做   等比数列的公比   ，公比通常用字母 q 表示，定义的表达式为

1

( 0, 2, )n

n

a
q q n n N

a





    或 1 ( )n

n

a
q n N

a

    

2、等比中项：如果 , ,a G b成等比数列，那么G 叫做 a 与b 的等比中项，G  ab 。 

3、等比数列的通项公式： 

若等比数列{ }na 的首项为 1a ，公比为 q ，则 na  1

1

na q  。 

4、等比数列的前 n 项的和公式： nS 

1

11

( 1)

(1 )
( 0 1)

1 1

n

n

na q

a a qa q
q q

q q





    

且
。 

5、等比数列的判定常用方法： 

（1）定义法：
1

n

n

a
q

a 

 ； 

（2）中项法： 2

1 1n n na a a  ； 

6、简单性质:(1)若m n p q,   则
m n p qa a a a  

(2) ,,, 232 nnnnn SSSSS  组成公比为 nq 的等比数列. 

(3) ,,, 2mnmnn aaa  组成公比为 mq 的等比数列. 

典型例题 

考点一：等比数列的基本运算 

例 1、已知数列 na 是等比数列，其中 7 1a  ，且 4 5 6, 1,a a a 成等差数列。 

（1）求数列 na 的通项公式； 

（2）数列 na 的前n 项和记为 nS ，证明：对任意n N ，都有 128nS  。 

解：（1）

6

1

4 3 5

1 1 1

1 (1)

2( 1) (2)

a q

a q a q a q
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由（1）得 6

1a q 代入（2）解得 1

1
, 64

2
q a  。 

1 7
1 1

64
2 2

n n

na

 

   
     

   
 

（2）
1

128 1 128
2

n

nS
  

    
   

 

例 2、设
nS 为等比数列 na 的前 n 项和，

3 6 92S S S  ，求公比 q 的值。 

解：若 1q  ，则
3 6 1 1 13 6 9S S a a a    ， 

9 1 12 2 9 18S a a   ，由 3 6 92S S S  得 1 0a  舍去。 

所以 1q  ，由 3 6 92S S S  得 

3 6 9
31 1 1(1 ) (1 ) 2 (1 ) 1

1 1 1 2

a q a q a q
q

q q q

  
    

  
 

3 4

2
q    

考点二：等比数列的判定与证明 

例 3、已知数列 na ,Sn是它的前 n 项和,且 1),(24 11  

 aNnaS nn
 

(1)设 )(21



  Nnaab nnn
,求证:数列 nb 是等比数列； 

(2)设
2

n
n n

a
c  ，求证:数列 nc 是等差数列。 

思维分析:证明数列是等差数列还是等比数列.应紧扣定义式;而数列的前 n 项和 Sn已知可求 an 

解: 

(1) 

 

1 2 1

2 1 1

2 1

4 2, 4 2

4 4

4 4

n n n n

n n n n

n n n

S a S a

S S a a

a a a

  

  

 

   

   

 即

 

1 2 1 1 1

1 1

2 4 4 2

2 2

n n n n n n

n n n n n

b a a a a a

b a a a a

    

 

  
 

 
 

1

1

2 4
2

2

n n

n n

a a

a a
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由此可得 nb 是等比数列且首项
1 2 12 3,b a a    

12, 3 2n

nq b    公比  

(2)
1

1
1 1 1 1

3 2 3
,

2 2 2 2 2 4

n

n n n n
n n nn n n n n

a a a b
c c c




   


         

可知 nc 是首项
4

3
,

2

1

2

1
1  d

a
c 公差 的等差数列,

4

1

4

3
 ncn  

例 4、数列   nn ba , 的通项公式分别是 ,23,2  nba n

n

n
它们公共项由小到大排列的数列是 nc ,

①写出 nc 的前 5 项；②证明 nc 是等比数列。 

思维分析:容易证明 nc 是等比数列,由定义式,只需找出 nc 中任意相邻两项关系即可. 

解(1)  nc 的前 5 项为:8、32、128、512、2048 

（2）设 , 2 3 2,m

m p n na b c c p       

1 2 2 2(3 2) 3 (2 1) 1m

ma p p        而  

 1 2, 4 2 4 (3 2)m

m n ma b a p      不在 中又 3 (4 2) 2,p     2m na b 在 中  

 

 

2 1 1, 4 ,m n n n n

n

a c c c c

c

    是 中的项即 项

故 是等比数列
 

考点三：等比数列的性质 

例 5、在等比数列 na 中，完成下列各题： 

（1）若 0( )na n N   ，且 2 4 3 5 4 62 25a a a a a a   ，求 3 5a a 的值； 

提示： 2 2

3 3 5 52 25a a a a   ，即 2

3 5( ) 25a a   

又因为 0( )na n N  ，所以 3 5 5a a   

（2）若 9 10a a a  ， 19 20 , ( , 0)a a b a b   ，求 99 100a a 的值； 

提示：因为
1019 20

9 10

a a b
q

a a a


 


，所以 

9 9
90

99 100 9 10 8
( )

b b
a a a a q a

a a
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考点四：等比数列的综合应用 

例 6、设等比数列 na 的公比为 q ，前 n 项和 0nS  （ 1,2,3,n  ） 

（1）求 q 的取值范围； 

（2）设 2 1

3

2
n n nb a a   ，记 nb 的前 n 项和为

nT ，试比较
nS 与

nT 的大小。 

解：（1）因为 na 为等比数列， 0nS  ，可以得到
1 1 0, 0a S q    

当 1q  时，
1 0nS na  ；满足条件； 

当 1q  时， 1(1 )
0

1

n

n

a q
S

q


 


，即

1
0

1

nq

q





 

上式等价于
1 0

1 0n

q

q

 

 

或
1 0

1 0n

q

q

 

 

，解得 ( 1,0) (0, )q    

（2）
2

2 1

3 3
( )

2 2
n n n nb a a a q q     ，所以

2 3
( )

2
n nT S q q   

于是
2 3 1

( 1) ( )( 2)
2 2

n n n nT S S q q S q q       ，又因为 0nS  ， 

当
1

( 1, ) (2, )
2

q    时， n nT S ；当
1

( ,0) (0,2)
2

q  时， n nT S ； 

当
1

2
q   或2 时， n nT S 。 

 

 

巩固训练 

1、已知等差数列{ }na 的公差 0d  ，且 1 3 9, ,a a a 成等比数列，则 1 3 9

2 4 10

a a a

a a a

 

 


13

16
． 

提示： 2

3 1 9a a a ， 2

1 1 1( 2 ) ( 8 )a d a a d    

因为 0d  ，所以解得 1a d  

1 3 9 1

2 4 10 1

3 10 13 13

3 13 16 16

a a a a d d

a a a a d d

  
  

  
 

2、数列{ }na 中，若
1 12 2n na ,a S ( n ,n N )

    ，则数列{ }na 的前 n 项和 nS  2n
 

3、等比数列{ }的公比 , 已知 =1， ，则{ }的前 4 项和 =   na 0q  2a 2 1 6n n na a a   na 4S
15

2
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提示： 2 6, 0q q q   ，解得 1

1
2,

2
q a   

4、设 ， ， ， ，则数列 的通项公式 =
12n
 

提示：因为
1

2

1
n

n

a
a

 


，所以 

1
1

1

2 2
2 2

1 1

n n
n n

n n

a a
b b

a a






 
  

 
，

1 4b   

所以{ }nb 是以 4 为首项，2 为公比的等比数列。 

 

 

5、设等差数列 的前 项和为 ，则 ， ， ， 成等差数列．类比以上

结论有：设等比数列 的前 项积为 ，则 ， 8

4

T

T
， 12

8

T

T
， 成等比数列． 

 

6 、已知等比数列 满足 ，且 ，则当 时，

   (  C  ) 

A.   B.   C.   D.  

提示： 2 2

5 5 2 n

n na a a   ，且 0na  ，所以 2n

na   

 

 

7、数列 为等比数列，则下列结论中不正确的有(C) 

 (A)
2

n{a }为等比数列    (B) 
1

n

{ }
a

为等比数列    

(C) n{lg a }为等差数列  (D) n{lg | a |}为等差数列 

 

 

8、已知等差数列 n{ a }的公差为 0d ,( d ) ，在 n{a } 中取出部分项
1 2 3 nk k k ka ,a ,a , ,a 恰好构成等比

1 2a 
1

2

1
n

n

a
a

 


2

1

n
n

n

a
b

a






*n N  nb
nb

{ }na n
nS 4S 8 4S S 12 8S S 16 12S S

{ }nb n
nT 4T 16

12

T

T

{ }na 0, 1,2,na n  2

5 2 5 2 ( 3)n

na a n   1n 

2 1 2 3 2 2 1log log log na a a    

(2 1)n n
2( 1)n  2n

2( 1)n

{ }na
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数列
nk{ a }，已知

1 2 31 5 17k ,k ,k   ，试求数列
n{ k }的通项公式。 

 

 

解：由 2

5 1 17a a a 得 2

1 1 1( 4 ) ( 16 )a d a a d   ， 

因为 0d  ，所以
1 2a d ，所以

nk{ a }的公比 2

1

5 1

1 1

4 6
3

2

k

k

a a a d d
q

a a a d


     ， 

由于
1

1 1 1

1 3 2 3
n

n n n

k ka a q a d       ， 

且
1 ( 1) ( 1)

nk n na a k d k d     ，所以 

12 3 ( 1)n

nd k d   ，所以 12 3 1n

nk     

 

 

 

 

能力提升 

对于数列 ,若存在常数 M＞0,对任意的 ，恒有 ，

则称数列 为 数列. 

请问首项为 1，公比为 的等比数列是否为 数列？说明理由。 

解 ： 设 满 足 题 设 的 等 比 数 列 为 , 则 . 于 是

 

 =

 

=  

所以首项为 1，公比为 的等比数列是 B-数列    . 

 

{ }nu *n N 1 1 2 1n n n nu u u u u u M       

{ }nu B 

1

2
 B 

{ }na 11
( )

2

n

na  

1 2 2

1

1 1 3 1
( ) ( ) ( ) , 2.

2 2 2 2

n n n

n na a n  

       

1 1 2 1| | | | | |n n n na a a a a a       2 n3 1 1 1
1

2 2 2 2

 
     
 

-1（ ） （ ）

n1
3 1 3.

2

 
   
 

（ ）

1

2
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第 17 讲等差和等比数列复习 

等差数列： 

1.等差数列 的前 n 项和为 ，且  =6， =4， 则公差 d 等于（      ）。C 

A．1          B               C.- 2                D 3 

2.古希腊人常用小石子在沙滩上摆成各种性状来研究数，例如：      

 .     

他们研究过图 1 中的 1，3，6，10，…，由于这些数能够表示成三角形，将其称为三角形数;类似地，

称图 2 中的 1，4，9，16…这样的数成为正方形数。下列数中既是三角形数又是正方形数的是（    ）

C 

A.289                B.1024             C.1225               D.1378 

3．已知非 0 实数 cba ,, 成等差数列，则二次函数
2)( axxf  ＋2bx+c 的图象与 x 轴的交点个数为

（    ）C 

（A）1                                 （B）2 

（C）1 或 2                             （D）0 

4．（全国大纲理 4）设 nS 为等差数列 na 的前 n 项和，若 1 1a  ，公差 22, 24k kd S S   ，则k 

(     ) 

 A．8       B．7        C．6         D．5 

【答案】D 

5.等差数列 的前 n 项和为 ，已知 ， ,则 （  ）。C 

（A）38       （B）20      （C）10       （D）9 .     

解析 因为 是等差数列，所以， ，由 ，得：2 － ＝

{ }na nS
3S 1a

5

3

 na
nS 2

1 1 0m m ma a a    2 1 38mS   m 

 na
1 1 2m m ma a a   2

1 1 0m m ma a a    ma
2

ma
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0，所以， ＝2，又 ，即 ＝38，即（2m－1）×2＝38，解得 m＝

10，故选.C。 

6.已知 为等差数列， + + =105， =99， 表示 的前 项和，则使得 达

到最大值的  

是（     ）（ B 

（A）21      （B）20     （C）19    （D） 18  

[解析]：由 + + =105 得 即 ，由 =99 得 即  ，

∴ ， ，由 得 ，选 

7． nS 表示等差数列｛ na ｝前 n 项的和， ,0,0 993  Saa 则 NSSS ,, 21 中最小的是（     ）

B 

（A）S 4      （B） 5S        （C）S 6           （D） 9S  

8．（重庆理 11）在等差数列 na 中， 3 7 37a a  ，则 2 4 6 8a a a a   __________ 

【答案】74 

9．（湖南理 12）设 nS 是等差数列 na 的前 项和，且 1 41, 7a a  ，则 9S =              

【答案】81 

10．（广东理11）等差数列 na 前9项的和等于前4项的和．若 1 41, 0ka a a   ，则k=____________． 

【答案】10 

11. 设等差数列 的前 项和为 ，若 ,则 =          。24 

解: 是等差数列,由 ,得  

.          

12．（安徽理 14）已知 ABC 的一个内角为120，并且三边长构成公差为 4 的等差数列，则 ABC

的面积为_______________. 

【答案】  

13．若一个等差数列前 3 项的和为 34，最后 3 项的和为 146，且所有项的和为 390，则这个 

ma 2 1 38mS  
2

))(12( 121  maam

 na
1a 3a 5a 2 4 6a a a  nS  na n

nS

n

1a 3a 5a 33 105,a  3 35a  2 4 6a a a  43 99a  4 33a 

2d   4 ( 4) ( 2) 41 2na a n n      
1

0

0

n

n

a

a 





20n 

n

 na n
nS 9 72S  2 4 9a a a 

 na
9 72S  59 9 ,S a  5 8a 

 2 4 9 2 9 4 5 6 4 5( ) ( ) 3 24a a a a a a a a a a         

315



31 
 

数列的项数 =             。13 

14．（湖北理 13）《九章算术》“竹九节”问题：现有一根 9 节的竹子，自上而下各节的容积成等差

数列，上面 4 节的容积共为 3 升，下面 3 节的容积共 4 升，则第 5 节的容积为         升。 

【答案】  

15.所有能被 7 整除且被 11 除余 2 的三位数之和为              ；6426 

16．若首项不为 0 的等差数列 na 中，已知前 9 项和与前 4 项和之比
9 4: 81:16S S  ，则

9 4:a a 的

值为                。
17

7
 

17．一等差数列共有奇数项，且奇数项之和为 80，偶数项之和为 75，此数列的中间项 

为              ；项数为              ； 1631, 5n a   

18．已知 lg , lg , lga b c 与 lg lg 2 ,lg 2 lg3 ,lg3 lga b b c c a   都是等差数列，则 , ,a b c之 

比为                 。9：6：4 

19．如果两等差数列 na 与 nb 的前 n 项之和的比为
5 1

3 1

n

n




，则 15 15:a b =          。

73

43
 

20．等差数列 na 的前 n 项和为 nS ，若 nS 有唯一的最大值 99S ，且 99 100a a ,求使 0nS  的 n 的

最大值为                  。197 

21．已知等差数列 na 满足 1 1760, 12a a    ,记 n nb a ,求数列 nb 前 30 项和。 

30 765S   

22．已知数列 na 满足  1

1

4 1
4, 4 2 ,

2
n n

n n

a a n b
a a

    


记  

（1）求证：数列 nb 是等差数列；（2）求数列 na 的通项公式。 

1 2
, 2

2
n nb n a

n
    

 

等比数列： 

1.在各项均为正数的等比数列 na 中， 1 2 3 7 8 95, 10a a a a a a  ，则 4 5 6a a a      .     5 2  

2.若等比数列 na 中， 1 1, 512na a   ，前 n 项和 341nS   ，则公比q      -2       ， 

n

67

66
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项数n     10     . 

3.在等比数列 na 中，
nS 表示前 n 项和，若

3 2 4 32 1, 2 1a S a S    ，则公比q             . 3  

4.设
nS 为等比数列 na 前 n 项和，

2 58 0a a  ，则 5

2

S

S
     -11       . 

5.等比数列 na 的公比 0q  , 若
2 1a  ，

1 2 6n n na a a   ，则前 4 项和
4 _______S  .   

6.设等比数列的前 n 项和为
nS ，若 6

3

3
S

S
 ，则 9

6

S

S
            .

7

3
 

7.在等比数列 na 中，前 4 项之和为 240，第 2 项和第 4 项之和为 180，则首项为       .6 

8.设 4 7 10 3 1( ) 2 2 2 2 2 ( )nf n n N       ，则 ( )f n             .  12
8 1

7

n   

9.已知等比数列 na 的各项均为正数，公比 1q  ，设 ,,
2

75
93 aaQ

aa
P 


 则 ,P Q 的大小关系

是           . P Q  

10. 设  na 为公比 1q  的等比数列，若 2008a 和 2009a 是方程
24 8 3 0x x   的两根，则

2010 2011a a  _____________________.18 

11.在各项均为正数的等比数列 na 中， ,965 aa 则  1032313 logloglog aaa       .10 

12.已知等比数列 na 的公比不等于 1，给出 4 个数列：① 2 na ；② 2na  ；③ 2

na ；④
2

na

 
 
 

，

其中仍为等比数列的有                   .（写出序号）①③④ 

13. 在等比数列 }{ na 中， nS 为其前 n 项和，若 140,13 30101030  SSSS ，则 20S 的值

为          .40 

14.设等差数列 na 前 n 项和为 nS ，则 4 8 4 12 8 16 12, , ,S S S S S S S   成等差数列。类比以上结论有：

设等比数列 nb 前 n 项积为 nT ，则 4 ,T        ，        ， 16

12

T

T
成等比数列. 8 12

4 8

,
T T

T T
 

15.（1）在公差不为 0 的等差数列 na 中， 2 3 6, ,a a a 成等比数列，则其公比 q 为          .3 

（2）若正项等比数列{ }na 公比 1q  ，且 3 5 6, ,a a a 成等差数列，则 3 5

4 6

a a

a a





    

5 1

2


     . 

16.设 是公比为 的等比数列， ，令 ，若数列 有连续四项在集

合 中，则 =           .-9 

15

2

 na q | | 1q  1( 1,2, )n nb a n    nb

 53, 23,19,37,82  6q
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17.在等比数列 na 中，
1

1

2
a  ，

4 4a   ，则 1 2 na a a              .   

18. 已知函数 ( ) 2xf x  ，等差数列 { }na 的公差为 2 ，若
2 4 6 8 1 0( ) 4f a a a a a     ，则

2 1 2 3 1 0l o g [ ( ) ( ) ( ) ( ) ]f a f a f a f a               .-6 

19.已知等比数列 na ，首项为 1a ，公比为 q ，则 na 为递增数列的充要条件是（  D    ）. 

A. 1q     B. 01 a 且 0q    C. 01 a 且 1q    D. 1,01  qa 或 10,01  qa  

20.某商品的单价今年第一、二季度均比上一季度降低 10%，第三、四季度均比上一季度上升 10%，

则今年第四季度与去年第四季度的单价比较，正确的是（  B   ） 

A．不增不减；         B.均减 2%；          C.均增 2%；      D.均减 3% 

21.数列 前 n 项和为 ，已知 ，且对任意正整数 ，都有 ，若 恒

成立，则实数 的最小值为（   A  ） 

A.                  B.                  C.             D.4 

22. na 是由实数构成的等比数列， 1 2n nS a a a    ，关于数列 nS 给出下列命题： 

①数列 nS 中任意一项均不为 0；②数列 nS 中必有一项为 0；③数列 nS 中任意一项均不为 0，

或者有多项 0；④数列 nS 中不可能出现 2n nS S  ；⑤数列 nS 中不可能出现 3n nS S  ，则其中

正确的是（  C    ） 

A．①④；            B.②③；             C.③⑤；         D.④⑤ 

23.设 na 是各项为正数的无穷数列， iA 是边长为 1,i ia a  的矩形面积（ i N  ），则 nA 为等比数

列的充要条件为 (   D   ) 

A． na 是等比数列；      B． 1 3 2 1, , , ,na a a  或 2 4 2, , , ,na a a 是等比数列； 

C． 1 3 2 1, , , ,na a a  和 2 4 2, , , ,na a a 均是等比数列； 

D． 1 3 2 1, , , ,na a a  和 2 4 2, , , ,na a a 均是等比数列，且公比相同 

24．设等比数列 na 的前 n 项和为 nS ，已知 1 2 166, 128, 126n n na a a a S    ，求 n 和公比 q 的

值. 

6
6

1
2

2

n
n

or
q q


 

 
  



 

25.若数列 na 满足
1 1

1
1,

4

n

n na a a 

 
    

 
，试求数列 na 的通项公式. 

2

1
2 1 n

{ }na nS 1

1

5
a  ,m n m n m na a a   nS a

a

1

4

3

4

4

3

http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
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1
1

,
2

1
,

2

n

n n

n

a

n

 
 
 

 
 
 
 

奇

偶

 

26.已知等比数列 na 的各项均为正数，且 2

1 2 3 2 62 3 1, 9a a a a a   ． 

（1）求数列 na 的通项公式；（2）设
3 1 3 2 3log log logn nb a a a    ，求数列 nb 的通项公式. 

（1）
1

3

n

na
 

  
 

；（2）
 1

2
n

n n
b


   

27.设数列 na ，
1

5

6
a  ，若以 1 2, , , na a a 为系数的二次方程 2

1 1 0n na x a x     
*( 2, )n n N 

都有根 ,  满足3 3 1     . 

（1）求证：
1

2
na

 
 

 
为等比数列；    （2）求 na ；    （3）求 na 的前 n 项和 nS . 

（1）略；（2）
1 1

3 2

n

na
 

  
 

；（3）
1 1

2 2 3
n n

n
S


 


 


