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一、集合及其表示方法

【知识梳理】

（一）集合的有关概念：

由一些数、一些点、一些图形、一些整式、一些物体、一些人组成的.我们说，每一组

对象的全体形成一个集合，或者说，某些指定的对象集在一起就成为一个集合，也简称集.
集合中的每个对象叫做这个集合的元素.

定义：一般地，某些确切指定的对象集在一起就成为一个集合．

1、集合的概念

（1）集合：某些指定的对象集在一起就形成一个集合（简称集）

（2）元素：集合中每个对象叫做这个集合的元素

[例]判断下列对象能否组成集合？

(1)不等式 2x－5＜0 的正整数解； (2)方程 x＋2y－1＝0 的解；

(3)数轴上非常靠近原点的点； (4)使| x－1|的值很小的 x 的值。

2、常用数集及记法

（1）非负整数集（自然数集）：全体非负整数的集合记作 N，  ,2,1,0N
（2）正整数集：非负整数集内排除 0 的集记作 N*或 N+，  ,3,2,1* N
（3）整数集：全体整数的集合记作 Z ,  ，，， 210 Z
（4）有理数集：全体有理数的集合记作 Q ,  整数与分数Q
（5）实数集：全体实数的集合记作 R  数数轴上所有点所对应的R
注：（1）自然数集与非负整数集是相同的，也就是说，自然数集包括数 0
（2）非负整数集内排除 0 的集记作 N*或 N+ Q、Z、R 等其它数集内排除 0 的集，也是这

样表示，例如，整数集内排除 0 的集，表示成 Z*

3、元素对于集合的隶属关系

（1）属于：如果 a 是集合 A 的元素，就说 a 属于 A，记作 a∈A
（2）不属于：如果 a 不是集合 A 的元素，就说 a 不属于 A，记作 Aa

4、集合中元素的特性

（1）确定性：按照明确的判断标准给定一个元素或者在这个集合里，或者不在，不能模棱

两可

（2）互异性：集合中的元素没有重复

（3）无序性：集合中的元素没有一定的顺序（通常用正常的顺序写出）

5、⑴集合通常用大写的拉丁字母表示，如 A、B、C、P、Q……

元素通常用小写的拉丁字母表示，如 a、b、c、p、q……

⑵“∈”的开口方向，不能把 a∈A 颠倒过来写

[例]用符号、填空：

（1）  0____0 ；（2） ____0 ；（3） N____0 ；

（4） Z____0 ；（5） Q____2 ；（6） Z_____2 。

（二）集合的表示方法

1、列举法：把集合中的元素一一列举出来，写在大括号内表示集合

例如，由方程 012 x 的所有解组成的集合，可以表示为{-1，1}
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注：a 与{a}不同：a 表示一个元素，{a}表示一个集合，该集合只有一个元素

2、描述法：用确定的条件表示某些对象是否属于这个集合，并把这个条件写在大括号内表

示集合的方法 格式： A＝{x|x 满足性质 p}
例如，不等式 23 x 的解集可以表示为： }23|{  xRx 或 }23|{ xx
所有直角三角形的集合可以表示为： }|{ 是直角三角形xx
注：（1）在不致混淆的情况下，可以省去竖线及左边部分如：{直角三角形}；{大于 104的实

数}
（2）错误表示法：{实数集}；{全体实数}

3、文氏图：用一条封闭的曲线的内部来表示一个集合的方法

4、何时用列举法？何时用描述法？

⑴有些集合的公共属性不明显，难以概括，不便用描述法表示，只能用列举法 如：集合

},5,23,{ 2232 yxxyxx 
⑵有些集合的元素不能无遗漏地一一列举出来，或者不便于、不需要一一列举出来，常用描

述法

如：集合 }1|),{( 2  xyyx ；集合{1000 以内的质数}

例 集合 }1|),{( 2  xyyx 与集合 }1|{ 2  xyy 是同一个集合吗？

答：不是 因为集合 }1|),{( 2  xyyx 是抛物线 12  xy 上所有的点构成的集合，集合

}1|{ 2 xyy = }1|{ yy 是函数 12  xy 的所有函数值构成的数集

（三） 有限集与无限集

1、有限集：含有有限个元素的集合

2、无限集：含有无限个元素的集合

3、空集：不含任何元素的集合记作Φ，如： }01|{ 2  xRx

【例题解析】

例 1、 给出下列几组对象：

（1）高一数学的所有难题；（2）绝对值最小的数（3）平面内到已知点的距离等于已知长的

所有点。以上对象可以构成集合的序号是_______________。

例 2、 （1）用描述法表示下列集合

①{1，4，7，10，13}

②{-2，-4，-6，-8，-10}

（2）用列举法表示下列集合

①{（x，y）|x∈{1，2}，y∈{1，2}}

②







}
42

2
|),{(

yx
yx

yx

③ },)1(|{ Nnxx n 
④ },,1623|),{( NyNxyxyx 
⑤ }4,|),{( 的正整数约数分别是yxyx
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例 3、已知集合 A＝{2，a2＋1，a2－a}，B＝{0，7，a2－a－5，2－a}，若 5∈A，求集合 B。

例 4、已知集合  RxRaxxaxA  ,,023| 2 ．

（1）若 A是空集，求 a的取值范围；

（2）若 A中只有一个元素，求 a的值，并写出这个元素；

（3）若 A中至多只有一个元素，求 a的取值范围．

例 5、设集合 A是实数集合，满足若实数 At ，则 A
t


1
1

（其中 AA  1,0 ）。

（1）已知 A2 ，求集合 A；

（2）集合 A能否为单元素的集合？若能，求出集合 A；若不能，说明理由。

【基础练习】

1. 下列各组对象能确定一个集合吗？

（1）所有很大的实数

（2）好心的人

（3）1，2，2，3，4，5．

2. 设 a,b 是非零实数，那么
b
b

a
a
 可能取的值组成集合的元素是___

3. 数集 xx 2,1,0 中的 x不能取的数的集合为 。

4．若集合
2 2{2,( 1) , 3 3}A a a a    ，且1 A ，则实数 a  。

5 ． 给 定 下 列 集 合 ： }023|{ 2  xxxA ， }013|{ 2  xxxB ，

}012|{ 2  xxxC 。 其中有限集为_______________。

6. 由实数 x,－x,｜x｜,
3 32 , xx  所组成的集合，最多含（ ）

（A）2个元素 （B）3 个元素 （C）4 个元素 （D）5个元素

7. 关于 x 的方程 ax＋b=0，当 a,b 满足条件____时，解集是有限集；当 a,b 满足条件_____

时，解集是无限集
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8．方程组







03
02

yx
yx

的解集为______________。

9. 用列举法表示下列集合：

（1）{15 的正约数}，（2） *,36,| Nxaaxx  ，（3） Zxxxyyx  ,2||,1|),( 2 ．

10. 用描述法表示下列集合：

（1）偶数集， （2）被 3 除余 1 的整数集， （3）直角坐标系第二象限内的点集．（4）
曲线

2 23 1x y  构成的点集。（5）函数
2 3y x   的函数值组成的集合。

11. 已知集合  3,2,1,0,1,2 A ，  AyyxxB  ,||| ，求 B．

12. 设集合






 


 N

x
NxxM

6
12| 且 ，用列举法写出集合M ．

二、集合之间的关系

【知识梳理】

1、子集：一般地，对于两个集合 A 与 B，如果集合 A 的任何．．一个元素都是集合 B 的元素，

我们就说集合 A 包含于集合 B，或集合 B 包含集合 A

记作: ABBA  或 ，读作：A 包含于 B 或 B 包含 A

BABxAx  ，则若任意

当集合 A 不包含于集合 B，或集合 B 不包含集合 A 时，则记作 A B 或 B A
注： BA  有两种可能（1）A 是 B 的一部分，；（2）A 与 B 是同一集合
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2、集合相等：一般地，对于两个集合 A 与 B，如果集合 A 的任何．．一个元素都是集合 B 的元

素，同时集合 B 的任何．．一个元素都是集合 A 的元素，我们就说集合 A 等于集合 B，记作 A=B

3、真子集：对于两个集合 A 与 B，如果 BA  ，并且 BA  ，我们就说集合 A 是集合 B 的

真子集，记作：A B 或 B A, 读作 A 真包含于 B 或 B 真包含 A
4、子集与真子集符号的方向

不同与同义；与如 BABAABBA 

5、空集是任何集合的子集 ΦA
空集是任何非空集合的真子集Φ A 若 A≠Φ，则Φ A
任何一个集合是它本身的子集 AA 
6、易混符号

①“”与“  ”：元素与集合之间是属于关系；集合与集合之间是包含关系 如

,,1,1 RNNN  Φ R，{1} {1，2，3}

②{0}与Φ：{0}是含有一个元素 0 的集合，Φ是不含任何元素的集合

如 Φ {0}不能写成Φ={0}，Φ∈{0}

【例题解析】

例 1、（1） 写出 N，Z，Q，R 的包含关系，并用文氏图表示

（2） 判断下列写法是否正确①ΦA ②Φ A ③ AA  ④A A

例 2、（1）填空：N___Z, N___Q, R___Z, R___Q，Φ___{0}

（2）若 A={x∈R|x 2 -3x-4=0},B={x∈Z||x|<10},则 A B 正确吗？

（3）是否对任意一个集合 A，都有 AA，为什么？

（4）集合{a,b}的子集有那些？

（5）高一（1）班同学组成的集合 A，高一年级同学组成的集合 B，则 A、B 的关系为 .

例 3、已知集合 A＝{1，a，b}，B＝{a，a2，ab }，若 A＝B，求实数 a，b 的值。

例 4、已知集合 A＝{x|－2≤x≤4}，B＝{ }R∈aax|x ，＜ ，若 A⊆ B，求实数 a 的取值范围。

变式 1：集合 B＝{ }1＜x＜a＋2a－2－|x 呢？
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变式 2：在变式 1 的基础上，改 A⊆ B 为 B⊆ A 呢？

例 5、子集的个数：

(1)集合{a,b}的所有子集的个数是 个，即

(2) 集合{a,b,c}的所有子集的个数是 个，即

猜想：(1)集合{a,b,c,d}的所有子集的个数是多少？

(2)集合 naaa ,, 21  的所有子集的个数是多少？

结论：含 n 个元素的集合 naaa ,, 21  的所有子集的个数是 ，所有真子集的个

数是 ，非空真子集数为

例 6、已知集合 P＝{x|x2＋x－6＝0}，Q＝{x|ax＋1＝0}，若 Q P，求实数 a的取值范围。

例 7、设集合  ZnnxxS  ,12| ，  ZkkxxT  ,14| ，试判断 S 和T 之间的

关系．

例 8、设集合 },,|{ 22 ZnmnmttM 
（1）证明：{奇数}是M 的真子集；（2）若偶数 Mk2 ，则整数 k 应满足什么条件？

（3）求证：集合M 中任意两个元素的积仍然是集合M 中的元素。

【基础练习】

1．设  2,1  xyA ，  32,  yxyB ，若 BA  ，求 yx , ．



华询教育

8

2．含三个实数的集合可表示为 }1,,{
a
ba ，也可表示为 }0,,{ 2 baa  ，求 ba、 的值。

3．若 BA ， CA ，  21,0 ，B ，  2,0C ，试求同时满足上述条件的集合 A．

4.已知集合 A＝{x|－1≤x≤5}，B＝{ }1a＋2＜x＜1a＋2－|x ，若 B⊆ A，求实数 a 的取值范围。

5．已知集合 P＝{1，3，t}，Q＝{1，t2－t＋1}，若 P⊇ Q，求实数 t 的值。

6．已知集合 A＝{x| x2－3x＋2＝0}，B＝{x| x2－ax＋4＝0}，若 B⊆ A，求实数 a 的取值范围。

7. 下列结论正确的是（ ）.

A. A B.  {0} C. {1,2} Z D. {0}{0,1}

8. 若 {1, 2} = {x | 2x + bx + c = 0} ，则（ ）.

A. b = -3, c = 2 B. b = 3, c = -2 C. b = -2, c = 3 D. b = 2, c = - 3

9. 满足 {a , b}  A {a , b, c, d } 的集合 A 有 个.

10.某工厂生产的产品在质量和长度上都合格时，该产品才合格. 若用 A 表示合格产品的集

合，B 表示质量合格的产品的集合，C 表示长度合格的产品的集合．则下列包含关系哪些成

立？ 试用 Venn 图表示这三个集合的关系.
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11．设集合  42|  xaxA ，  132|  axxB ，若 AB  ，且 B ，求实数 a的取

值范围．

12．若  023| 2  xxxA ，  02|  xaxB ，且 AB  ，求实数 a组成的集合C ．

三、集合的运算

【知识梳理】

一、交集与并集

1．交集的定义

一般地，由所有属于 A 且属于 B 的元素所组成的集合,叫做 A,B 的交集．

记作 A B（读作‘A 交 B’），即 A B=｛x|xA，且 xB｝．

如：｛1,2,3,6｝｛1,2,5,10｝=｛1,2｝．又如：Ａ＝｛a,b,c,d,e｝,B={c,d,e,f}.则 A B={c,d,e}．

2．并集的定义

一般地，由所有属于集合 A 或属于集合 B 的元素所组成的集合，叫做 A,B 的并集．

记作：A B（读作‘A 并 B’），即 A B ={x|xA，或 xB})．

如：｛1,2,3,6｝｛1,2,5,10｝=｛1,2,3,5,6,10｝．

3．交集、并集的性质

用文图表示

(1)若 AB,则 A B=B A B=A

(2)若 A B 则 A B=A A B=B

(3)若 A=B, 则 A B=A A B=A

(4)若 A,B 相交，有公共元素，但不包含，则

A B A,A B B

A B A, A B B

(5) 若 A,B 无公共元素，则 A B=Φ
(6) AΦ=Φ，AΦ=A

 
A  B  

   B A

 
 (B)A

 
A  B 

 B 
  A
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(7) A B=B A，A B=B A

(8) ΦA BAA B

二、全集与补集

1 补集：一般地，设 S 是一个集合，A 是 S 的一个子集（即 SA  ），由 S 中所有不属于 A

的元素组成的集合，叫做 S 中子集 A 的补集（或余集），记作 ACS ，

即 CSA= },|{ AxSxx  且

2、性质：CS（CSA）=A ，CSS=，CS =S

3、全集：如果集合 S 含有我们所要研究的各个集合的全部元素，这个集合就可以看作一个

全集，全集通常用 U 表示

4、 德摩根律：(CuA)  (CuB)= Cu (A B), (CuA)  (CuB)= Cu(A B)(可以用韦恩图来理解)．

5、补集的性质：①A (CuA)=U, ②A (CuA)= Φ．

【例题解析】

例 1 （1）设 A=｛x|x>-2｝,B=｛x|x<3｝，求 A B.

（2）设 A=｛x|x 是等腰三角形｝，B=｛x|x 是直角三角形｝，求 A B.

（3）A=｛4,5,6,8｝,B=｛3,5,7,8｝，求 A B.

例 2、已知全集 U＝R，集合 A＝｛x｜1≤2x＋1＜9｝，求 CU A

例 3、 已知 S＝｛x｜－1≤x＋2＜8｝，A＝｛x｜－2＜1－x≤1｝，B＝｛x｜5＜2x－1＜11｝，

讨论 A 与 C S B 的关系

S
A
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例 4（1）设 A=｛x|-1<x<2｝,B=｛x|1<x<3｝，求 A∪B.

（2）设 A=｛(x,y)|y=-4x+6｝,B=｛(x,y)|y=5x-3｝,求 A B.

（3）设 U=｛1,2,3,4,5,6,7,8｝,A=｛3,4,5｝,B=｛4,7,8｝,求 CUA, CUB, (CUA)  (CUB), (CUA)  (CUB),

CU (A B) , CU (A B)．

（4）集合Ｕ=｛（x，y）|x∈｛1,2｝,y∈｛1,2｝｝ , Ａ=｛（x，y）|x∈N*,y∈N*,x+y=3｝，求

CUA.

例 5、已知集合  2 1 0,A x x px x R     .

（1）若 RA ，求实数 p的取值范围；

（2）设全集 },2|||{ ZxxxU  ，若 }{ 0xA  ，求集合 ACU 。

例 6、对于任意两个集合 X 和Y ， YX  是指所有属于 X ，但不属于Y 的元素的集合，

X 和 Y 的 对 称 差 )()( XYYXYX   ． 设 集 合 },|{ 2 RxxyyA  ，

 33|  yyB ，求 BA ．

例 7、集合 }1,1|{ kxxyyA  ， }1,|{ 2 kxxyyB  ，（其中 1k ）。

（1）求集合 BA、 ；（2）若 BA  ，求实数 k 的值。
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【基础练习】

1、已知全集U＝｛x｜－1＜x＜9｝，A＝｛x｜1＜x＜a｝，若A≠，则 a的取值范围是 （ ）

（A）a＜9 （B）a≤9 （C）a≥9 （D）1＜a≤9
2、已知全集 U＝｛2，4，1－a｝，A＝｛2，a2－a＋2｝如果 CUA＝｛－1｝，那么 a的值为

3、已知全集 U，A 是 U 的子集，是空集，B＝CUA，求 CUB，CU，CUU

4、设 U=｛梯形｝,A=｛等腰梯形｝,求 CUA.

5、已知 U=R，A=｛x|x2+3x+2<0｝, 求 CUA.

6、P=｛a2,a+2,-3｝,Q=｛a-2,2a+1,a2+1｝,P Q=｛-3｝,求 a．

7、已知集合 A={y|y=x2-4x+5},B={x|y= x5 }，求 A B,A B．

8、集合 M=｛(x,y) |∣xy∣=1,x＞0｝,N=｛(x,y) |xy=-1｝,求 M N．

9、（1）设  RxxyyA  ,1| 2 ，  RxxyyB  ,22| 2 ，求 BA ．

（2）设  RxxyyxA  ,1|),( 2 ，  RxxyyxB  ,22|),( 2 ，求 BA ．
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10 、 若  ZxxaxxA  ,015| 2 ，  ZxbxxxB  ,05| 2 ， 若

 5,3,2BA ，求 ba , 的值．

11、已知集合  023| 2  xxxA ，  0)1(| 2  aaxxxB ，且 ABA  ，求 a

的值．

12 、 已 知 集 合  02| 2  qxpxxA ，  05)2(6| 2  qxpxxB ， 且









2
1BA ，求 BA ．

四、命题的形式及等价关系

【知识梳理】

1．命题是表示判断的称述句，由条件和结论两部分组成。

2．真命题、假命题：

命题无论真假都要证明，证明方法比如：直接法、间接法；

举反例不仅是证明假命题的一种重要方法，而且是一种重要的数学思想方法。

3. 推出关系：若事件成立可推出事件 成立，则称由推出  。记为   。

换言之，   表示以为条件， 为结论的命题是真命题的推出关系。

4. 等价性：若   ，且   ，则与  等价。记为   。

5. 传递性；

（1） 若   ，   ，则   ；

（2） 若   ，   ，则   ；

（3） 若 1  ， 21   ，  n， ，则   。
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6. 四种命题形式：

（1）两个命题中，如果第一个命题的条件是第二个命题的结论，且第一个命题的结论是第

二个命题的条件，那么这两个命题叫做互为逆命题。如果其中一个叫做原命题，那么另一个

命题就叫做原命题的逆命题。

（2）如果一个命题的条件和结论分别是另一个命题的条件的否定和结论的否定，那么这两

个命题叫做互否命题。如果其中一个叫做原命题，那么另一个命题就叫做原命题的否命题。

（3）一个命题的条件与结论分别是另一个命题的结论的否定和条件的否定，这样的两个命

题，叫做互为逆否命题，其中的一个命题叫做原命题，则另一个命题就叫做原命题的逆否命

题。

（4）如果 A、B 是两个命题，A B 且 B A，那么 A、B 叫做等价命题。

原命题和逆否命题是等价命题；逆命题和否命题也是等价命题。

7. 当证明原命题有困难的时候，就可以去证明其逆否命题。

从命题结论的反面出发，引出矛盾，从而证明原命题成立，这样的证明方法叫做反证法。

反证法证题的步骤：

(1)假设命题的结论不成立，即假设结论的反面成立；

(2)从假设出发，经过推理，得出矛盾；

(3)由矛盾判定假设不正确，从而肯定命题的结论正确.

【例题解析】

例 1、判断下列语句是否为命题？若是，则判断其真假；若不是，则说明理由。

（1）“若 12 x ，则 1x ，或 1x ”；

（2）“若 3x ，则 x ”；

（3）“ x是有理数”；

（4）“若一个整数的各位数字之和能被 3整除，则此整数能被 3整除”；

（5）“若在两个四边形中四条对应边均相等，则两个四边形全等”；

（6）“若 Znm 、 ，则 Znm  吗？”；

例 2、同住一间寝室的四名女生，她们当中有一人在修指甲，一人在看书，一人在梳头，另

一人在听音乐.①A 不在修指甲，也不在看书；②B 不在听音乐，也不在修指甲；③如果 A
不在听音乐，那么 C 不在修指甲；④D 既不在看书，也不在修指甲；⑤C 不在看书，也不

在听音乐.
若上面的命题都是真命题，问她们各在做什么？

A 在_____________；B 在_____________；C 在_____________；D在_____________.

原命题

若α则β

逆命题

若β则α

否命题

若则

逆否命题

若则

互为逆否

互逆

互逆

互否 互否

互为逆否
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例 3、有三个箱子分别涂上红、黄、蓝三种颜色，一个苹果放入其中某个箱子内，且（1）
红箱盖上写着：“苹果在这个箱子里”；（2） 黄箱盖上写着：“苹果不在这个箱子里”；（3）
蓝箱盖上写着：“苹果不在红箱子里”。已知（1），（2），（3）中只有一句是真的，问苹果在

哪个箱子里？

例 4、把下列命题写成“若 p则 q”的形式，并写出它们的逆命题、否命题和逆否命题：

（1）对顶角 、 相等；

（2）负数的立方根是负数；

（3）各位数字之和是3的倍数的整数是3的倍数；

（4）无理数 ba、之和是无理数。

例 5、用反证法证明：圆的两条不是直径的相交弦不能互相平分。

例 6、求证： 2 是无理数。
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【基础练习】

1． 命题“ 000||||  yxyx 且 ”的逆命题是 ；否命题是 ；逆否命题

是。

2．命题“ ABABA  则若 , ”的逆命题是 ；否命题是 ；逆否命题是 。

3． 已知一个命题的否命题是“ ba , 为整数，如果 ba , 都是偶数，那么 ba  为偶数”，试

写出原命题的逆命题： ，该逆命题是 命题。

4． 命题“ ABC 是直角三角形”与命题“ ABC 中 222 BCACAB  ”是 命题。

5．“ BbAa  或 ”的否定形式是 （ ）

（A） BbAa  则若 , 。（B） BbAa  或 。（C） BbAa  且 。（D） Bb若 ，则 Aa 。

6． 命题“ 065,23 2  xxxx 则且若 ”的逆否命题是 （ ）

（A） 0652  xx若 ， 23  xx 且则 。 （B） 0652  xx若 ， 23  xx 或则 。

（C） 0652  xx若 ， 23  xx 且则 。 （D） 0652  xx若 ， 23  xx 或则 。

7． 若命题 p的逆命题是 q，命题 p的否命题是 r，则命题 q是命题 r的 （ ）

（A）逆命题。 （B）否命题。 （C）逆否命题。 （D）以上都不正确。

8． 关于命题“平行四边形的两组对边分别相等”，下列论述正确的是 （ ）

（A）逆命题是假命题。 （B）否命题是假命题。

（C）逆否命题是真命题。 （D）以上都不正确。

9． 命题“若 ba  ，则 bcac  ”（ cba ,, 都是实数）与它的逆命题、否命题和逆否命题中，

真命题的个数为 （ ）

（A）4。 （B）3。 （C）2。 （D）0。

10．将命题“到圆心距离等于半径的直线是圆的切线”改写成“若…，则…”的形式，并分

别写出它的逆命题、否命题、逆否命题，再判断它们的真假。
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六、不等式的基本性质

【知识梳理】

1. 不等式公理

我们知道，实数与数轴上的点是一一对应的。在数轴上不同的两点中，右边的点表示的

实数比左边的点表示的实数大。

在右图中，点 A 表示实数 a，点 B 表示实数 b，点

A 在点 B 右边，那么 a＞b。
而 a－b表示 a 减去 b 所得的差，由于 a＞b，则差是一个正数，即 a－b＞0。
命题：“若 a＞b，则 a－b＞0”成立；逆命题“若 a－b＞0，则 a＞b”也正确。

类似地：若 a＜b，则 a－b＜0；若 a＝b，则 a－b＝0。逆命题也都正确。

结论：(1)“a＞b”⇔“a－b＞0”
(2)“a＝b”⇔“a－b＝0”
(3)“a＜b”⇔“a－b＜0”——以上三条即为比较大小的依据：“作差比较法”。

正负数运算性质：

(1) 正数加正数是正数；(2) 正数乘正数是正数；

(3) 正数乘负数是负数；(4) 负数乘负数是正数。

2. 不等式的基本性质

(1)如果 a b ，那么b a ，如果 b a ，那么 a b ．（对称性）

(2)如果 a b ，且b c ，那么a c ．(传递性)
(3)如果 a b ，那么a c b c   ． 即 a b a c b c     。

(4)如果 a b ，且 c d ，那么a c b d   ．(相加法则)
(5)如果 a b ，且 0c  ，那么ac bc ； 如果 a b ，且 0c  ，那么ac bc

(6)如果 a b 0 c d 0 ac bd    ，且 ，那么 ．(相乘法则)

(7)若 0, ( 1)n na b a b n N n    则 且

(8)若 0, ( 1)n na b a b n N n    则 且

3. 两个实数的比较大小的方法：

(1) 作差比较法， ba   0 ba ； ba   0 ba ； ba   0 ba 。

主要步骤：作差——变形（化简，配方，因式分解）——判断正负——得出结论。

(2) 作商比较法， 0a b   1a
b
 ； 0a b   1a

b
 ；0 a b   1a

b
 。

【例题解析】

例 1. 若 0 ba ，则下列不等关系中不能成立的是（ ）

A．
ba
11

 B．
aba
11




C． |||| ba  D． 22 ba 

例 2. 判断下列命题是否正确，并说明理由

（1）若
22 bcac  ，则 .ba  （2）若 ba  ，则 .11

ba


（3）若 0,  cba ，则 .
b
c

a
c
 （4）若 dcba  , ，则 .dbca 

AB x
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（5）若 caba  ,0 ，则 .2 bca  （6）若
*,a b m N  ，则 .mm ba 

（7）若 baRba  ,, ，那么
nn ba  . （8）若 1,,  baRba ，那么 ba  11

例 3. 若 0 ba ， 0 dc ， 0e ，求证：
db
e

ca
e






例 4. 已知① 11  ba ；② 31  ba ，求： ba 3 的取值范围．

例 5. 已知三个不等式：① 0ab ；②
b
d

a
c
 ；③ adbc  。以其中两个作条件，余下一个

作结论，则可组成__________个正确命题。

例 6. 比较 16 x 与
24 xx  的大小，其中 Rx

例 7. 解关于 x的不等式 m(x＋2)＞x＋m。

【基础练习】

1. 已知非零实数 ,a b满足 a b ，则下列不等式成立的是（ ）

A） 2 2a b B）
1 1
a b
 C） 2 2a b ab D） 2 2

a b
b a



2. 已知 Rdcba ,,, ,则下列选项正确的是（ ）
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A． 22 bmamba  B． ba
c
b

c
a



C． dbcadcba  , D．
ba

ba 11


3. 下面四个条件中，使 a>b成立的充分而不必要的条件是（ ）

A.a>b＋1 B.a>b－1 C.a2>b2 D.a3>b3

4. 若 11  ，则下面各式中恒成立的是（ ）．

（A） 02  （B） 12  （C） 01  （D） 11 

5. 实数 dcba 、、、 满足条件：① dcba  , ；②    0 cbca ；③    0 dbda ，

则有( )
A． bdca  B． dbac  C． dbca  D． bdac 
6. 已知 a、b、c满足 c<b<a，且 ac<0，那么下列选项中一定成立的是( )
A．ab>ac B．c(b－a)<0 C．cb2<ab2 D．ac(a－c)>0

7. 对于实数 cba ,, 中，给出下列命题：

①
22, bcacba  则若 ； ② babcac  则若 ,22

；

③
22,0 bababa  则若 ； ④

ba
ba 11,0  则若 ；

⑤
b
a

a
bba  则若 ,0 ； ⑥ baba  则若 ,0 ；

⑦
bc

b
ac

abac





 则若 ,0 ； ⑧
1 1,a b
a b

 若 ，则 0, 0a b  。

其中正确的命题是___ ___
8. 当 a>0>b，c<d<0 时，给出以下三个结论：①ad<bc；②a＋c2>b＋d2；③b－c>d－c.其中

正确命题的序号是_
9. 已知 1≤x+y≤5， -1≤x-y≤3，则 2x-3y 的取值范围是___ ___
10. 解关于 x的不等式：(m2－4)x＜m＋2

11. 已知 a＋b>0，试比较
a
b2
＋

b
a2
与

1
a
＋

1
b
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【拓展练习】

12. 设互不相等的正数 , ,a b c满足
2 2 2a c bc  ，则下列不等式中可能．．成立的是（ ）

A. a b c  B.b a c  C.b c a  D. c a b 

13. 如果
2 2
      ，则 2  的取值范围是 __________

14. 已知 cba  ，且 ,0 cba 则
a
c
的取值范围是___________

七、一元二次不等式的解法

【知识梳理】

1. 一元二次不等式的定义

只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是 2 的不等式，称为一元二次不等式。

比如： 2 5 0x x  .

任意的一元二次不等式，总可以化为一般形式：  2 0 0ax bx c a    或

 2 0 0ax bx c a   

2. 一般的一元二次不等式的解法

一 元 二 次 不 等 式    2 0 0 0ax bx c a a     的 解 集 可 以 联 系 二 次 函 数

 02  acbxaxy 的图像，图像在 x轴上方部分对应的横坐标 x值的集合为不等式

2 0ax bx c   的解集，图像在 x 轴下方部分对应的横坐标 x 值的集合为不等式

2 0ax bx c   的解集.

设一元二次方程  002  acbxax 的两根为 1 2x x、 且 1 2x x ， acb 42  ，则

相应的不等式的解集的各种情况如下表：

三个两次（一元二次方程、一元二次不等式、二次函数）之间的关系
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0 0 0

cbxaxy  2  0a 图像

02  cbxax  0a 根 21 xxxx  或
a
bxx

221  无 解

02  cbxax  0a 解集  21 xxxxx  或









a
bxx

2
R

02  cbxax  0a 解集  21 xxxx   

2 0ax bx c    0a 解集  1 2x x x x x 或 R R

2 0ax bx c    0a 解集  1 2x x x x 
2
bx x
a

 
  

 


注意：

（1）一元二次方程
2 0( 0)ax bx c a    的两根 1 2x x、 是相应的不等式的解集的端点的取

值，是抛物线 y cbxax 2 与 x轴的交点的横坐标；

（2）表中不等式的二次系数均为正，如果不等式的二次项系数为负，应先利用不等式的性

质转化为二次项系数为正的形式，然后讨论解决；

（3）解集分 0, 0, 0      三种情况，得到一元二次不等式 2 0ax bx c   与

2 0ax bx c   的解集。

3. 区间的表示

设 ,a b均为实数，且 a b

①其中，a，b 叫做相应区间的 端点 。

②符号“∞”读作 无穷大 ，“＋∞”读作 正无穷大 ，“－∞”读作 负无穷

大 。

4. 解一元二次不等式的步骤

（1）先看二次项系数是否为正，若为负，则将二次项系数化为正数；

（2）写出相应的方程 2 0ax bx c   ( 0)a  ，计算判别式：

① 0  时，求出两根 1 2x x、 ，且 1 2x x （注意灵活运用因式分解和配方法）；

△
三个二次

1x 2x x
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② 0  时，求根
a
bxx

221  ；③ 0  时，方程无解

（3）根据不等式，写出解集.

【例题解析】

一元二次不等式的解法

例 1. 解下列一元二次不等式

(1) 22 3 2 0x x   (2) 23 6 2 0x x    (3) 24 4 1 0x x  

(4) 2 4 5 0x x    (5) 2 2 3 0x x   

例 2. 解不等式：
26 6 6x x    

含参数的一元二次不等式的解法

例 3. 不等式
2 0x mx n   的解集为 (4,5)x ，求关于 x的不等式

2 1 0nx mx   的解

集

例 4. 若关于 x的不等式
2 (2 1) 1 0mx m x m     的解集为空集，求m的取值范围.

例 5. 解关于 x的不等式 x2－(1＋a)x＋a＜0（a为常数）．
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一元二次不等式恒成立问题

例 6. 已知关于 x 的不等式(m2+4m﹣5)x2﹣4(m﹣1)x+3>0 对一切实数 x 恒成立，求实数 m 的

取值范围。

【基础练习】

1. 已知集合 P＝{x|x＋1
x－1

>0}，集合 Q＝{x|x2＋x－2≥0}，则 x∈Q是 x∈P的( )

A．充分条件但不是必要条件 B．必要条件但不是充分条件 C．充要条件 D．既不充分

又不必要条件

2. 集合M＝{x|x2－2008x－2009>0}，N＝{x|x2＋ax＋b≤0}，若M∪N＝R，M∩N＝(2009，2010]，
则( )

A．a＝2 009，b＝－2 010 B．a＝－2 009，b＝2 010
C．a＝2 009，b＝2 010 D．a＝－2 009，b＝－2 010

3. 求下列不等式的解集

（1） 2x x 的解集是

（2）3x2－2x＋1＜0 的解集是

（3）－2x2－5x＋3＞0 的解集是

（4）－1≤x2＋2x－1≤2 的解集是

4. 不等式    22 2 2 4 0a x a x     ，对一切 x R 恒成立，则 a的取值范

围 ．

5. 不等式 ax2＋4x＋a＞1－2x2 对一切 x∈R 恒成立，则实数 a的取值范围是__ ______．

6. 若关于 x的不等式
2 (2 1) 1 0mx m x m     的解为一切实数，则m的取值范围是__

______．

7. 若关于 x的不等式
2 (2 1) 1 0mx m x m     的解集为非空集，则m的取值范围是__

______．

8. 已知关于 x不等式 2x2＋bx－c＞0 的解为 x＜－1，或 x＞3．试解关于 x的不等式 bx2＋cx
＋4≥0．

9. 解关于 x的不等式 x2－(a＋1)x＋a＜0.



华询教育

24

10. 已知方程 ax2＋bx＋2＝0 的两根为－
1
2
和 2.

(1)求 a、b的值； (2)解不等式 ax2＋bx－1＞0.

11. 解关于 x的不等式
x－a
x－a2

<0 (a∈R)．

12. 解关于 x的不等式：  2 2 1 4 0ax a x   

【拓展练习】

13. 若关于 x的不等式
ax
x－1

＜1 的解集是{x|x＜1 或 x＞2}，则实数 a＝__ ______．

14. 求不等式 12x2－ax＞a2(a∈R)的解集．

15. 已知二次函数    2 , ,f x ax bx c a b c R    满足：对任意实数 x，都有  f x x ，

且当  1,3x 时，有    21 2
8

f x x  成立；

（1）证明：  2 2f  ； （2）若  2 0f   ，求  f x 的表达式；



华询教育

25

八、一元二次不等式的应用

【知识梳理】

1.一元二次方程根的分布

(1)二次方程有且只有一个实根在区间(m,n)内的充要条件

若 nm, 都不是方程 2 0 ( 0)ax bx c a    的根，记 cbxaxxf  2)( ，则方程

0)( xf 有且只有一个实根在范围(m,n)的充要条件是 0)()(  nfmf .

(2)二次方程两个实根都在区间(m,n)内的充要条件

方 程 2 0( 0)ax bx c a    的 两 个 实 根 都 在 区 间 (m,n) 内 ， 则 二 次 函 数

cbxaxxf  2)( 的图像与 x轴有两个交点或相切于 x 轴，且两个交点或切点的横坐标都

大于 m 小于 n，由此方程 2 0( 0)ax bx c a    两个实根都在区间 (m,n)的充要条件是

2

( ) 0,
( ) 0,

4 0,

2

af m
af n

b ac
bm n
a


 
   

   


(3)二次方程 02  cbxax 的两个实根分别在区间(m,n)外(即一根小于 m,另一根大于 n)的

充要条件是
( ) 0,
( ) 0

af m
af n


 

(4)二次方程 02  cbxax 的两个实根都比 n 大的条件是

2

( ) 0,

,
2

4 0

af n
b n
a
b ac


 

   

(5)二次方程 02  cbxax 的两个实根都比 m 小的条件是

2

( ) 0,

,
2

4 0

af m
b m
a
b ac


 

   

(6)方程 02  cbxax 的两个实根，一个大于 k 一个小于 k 的充要条件是 ( ) 0f k  .

2.一元二次不等式的实际应用

(1)阅读理解材料：将实际问题抽象成数学模型，领悟问题的实际背景.
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(2)建立数学模型：用符号语言、图形语言等抽象成数学模型，建立所得模型和已掌握模型

对应关系.

(3)讨论不等关系：根据数学模型和题目要求，讨论与结论有关的不等关系，得到理论参数

值.

(4)作出问题结论：结合题目要求作出问题的结论.

【例题解析】

不等式恒成立问题

例 1. 若函数
2( ) 6 8f x ax ax a    的定义域是 R，求实数 a 的取值范围.

例 2. 关于 x的不等式
2 2( 4) ( 2) 1 0a x a x     对一切实数 x 都成立，求实数 a 的取值范

围.

不等式与集合的综合

例 3. 设集合
2 2{ | (2 1) ( 2) 0}A x x a x a a       , 2 2 3{ | ( ) 0}B x x a a x a    

（1）若 A B  ，求实数 a 的取值范围；

（2）是否存在实数 a，使 A B R 成立，如果存在求出 a 的取值范围；如果不存在，请

说明理由.

例 4. 设集合
2{ | 2 ( 1) ( 1) 0}A x x a x a a      ，如果 (0,1) A ，求实数 a 的取值范围.
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一元二次方程根的分布

例 5. 已知关于 x 的一元二次方程
2 ( 4) ( 7) 0x p x p     ，根据下列条件确定实数 p 的

取值范围

(1)两根都大于 2；
(2)一根大于 3，另一根小于 3；
(3)一根比 2 小，一根比 3 大；

(4)两根均在区间(2,5)内；

(5)一根在区间(2,3)内，另一根在区间(3,5)内.

不等式的应用

例 6. 某杂志以每本 2 元的价格可发行 10 万册，若单价每提高 0.2 元，发行量就减少 5000
本，要使销售收入不低于 22.4 万元，则杂志最高定价可以是多少元.

【基础练习】

1. 关于 x 的一元二次不等式
2 1 0ax bx   的解集为

1( 1, )
3

 ，则 ab＝ .

2. 不等式
2( 2) 2( 2) 4 0m x m x     对一切实数 x 都成立，则实数 m 的取值范

围 .

3. 设 [ 2, 4)A   ， 2{ 4 0}B x x ax    ，若 B A ，则实数 a的取值范围 .

4. 方程 x2 + (3m-1)x + (3m-2)=0 的两个根都属于(-3,3)，且其中至少有一个根小于 1，则 m 取

值范围 ．

5. 已 知 方 程 )(0)32()1(24 2 Rmmxmx  有 两 个 负 根 ， 则 m 的 取 值 范

围 ．

6. 对任意 a∈[－1，1]不等式 x2＋ (a－4)x＋4－2a＞0 恒成立，则实数 x 的取值范

围 ．

7. 方程 062)1(22  mxmx 有两个实根，且一个比 2 大，一个比 2 小，则实数 x

的取值范围 ．
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8. 方程 x2+2mx+2m+1=0，其中一根在区间(－1，0)内，另一根在区间(1，2)内，则 m 的取值

范围 ．

9. 方程 04)32()13( 2  mxmxm 有且只有一个实根属于( -1, 1)，则 m 的取值范

围 ．

10. 方程
24 4( 1) 3( 1) 0x a x a     有两个均小于 2 的不同的实数根，则实数 a 的取值范

围 .

11. 若关于 x 的方程
2 2(1 ) 2 1 0m x mx    的两根，一个小于 0 一个大于 1，求实数 m 的

取值范围.

12. 已知集合
2 2 2{ | 2 3 0}, { | 2 4 0}A x x x B x x mx m        

(1)若 [0,3]A B  ，求实数 m的值；(2)若 RA C B ，求实数 m 的取值范围.

13. 已知某种酒每瓶售价 70 元，不收附加税时每年产销 100 万瓶，若征收附加税，每销售

100 元要征 r 元，称作税率为 r%，则每年产销量将减少 10r 万瓶，如果要使每年在此项经营

中所收取的附加税不少于 112 万元，r 的取值范围是多少.

14.汽车从刹车到停车所滑行的距离 s(米)与速度 v(米/秒)的平方与汽车总质量m(千克)的乘积

成正比。设某卡车不装货物时以 50km/h 行驶，从刹车到停车滑行了 20m，如果这辆卡车装

载了与车身等重的货物行驶，并与前车距离为 15m，假定卡车司机发现前车到刹车的反应

时间为 1s，为保证不相撞，最大限速是多少.
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九、其他不等式的解法

【知识梳理】

1. 分式不等式：形如
( ) ( )0 0( ( ) ( )
( ) ( )
f x f x f x g x
g x g x

 或 其中 、 为整 ( ) 0)g x 式且 的不等

式称为分式不等式。

2. 同解原理：(1)如果两个不等式的解集相等，那么这两个不等式就叫做同解不等式，一个

不等式变形为另一个不等式时，如果两个不等式是同解不等式，这种变形叫做不等式的同解

变形.

(2)解分式不等式的关键是将它变形为同解不等式

( ) 0( 0) ( ) ( ) 0( 0)
( )
f x f x g x
g x

      ；
( ) ( ) 0( 0),( ) 0( 0)
( ) 0( )
f x g xf x
g xg x

  
    

.

3.高次不等式：(1)只含有一个未知数，并且未知数的最高次数大于 2 的整式不等式称为高次

不等式.

(2)解形如 1 2 3( )( )( ) ( ) 0( 0)nx a x a x a x a       的高次不等式，

令 1 2 3( ) ( )( )( ) ( )nf x x a x a x a x a      ，其中 1 2 3 na a a a    ，显然当 nx a

时 ， ( ) 0f x  ； 当 1( , )n nx a a 时 ， ( ) 0f x  ； 当

2 1( , )n nx a a  时 ， ( ) 0f x  ； …… ： 由 此 可 得

1 2 3( )( )( ) ( ) 0( 0)nx a x a x a x a       的解集.

(3)上述过程在数轴上形象地表示出来，称为数轴标根法.

(4)步骤归纳

①将不等式化为 1 2 3( )( )( ) ( ) 0( 0)nx a x a x a x a       形式，使各因式 x 的最高次项系

数为正.

②求根，并在数轴上表示出来

③由右上方穿线，经过数轴上表示各根的点，看图像写出解集，注意奇次根穿透，偶次根不

穿透.

4.绝对值不等式

(1)绝对值：一个数在数轴上所对应的点到原点的距离.
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①代数意义：

, 0,
| | 0, 0,

, 0

a a
a a

a a


 
 

②几何意义：| |a 表示实数 a 所对应的点到原点的距离，进一步地，| |a b 表示实数 a 所对

应的点到 b 对应的点的距离.

(2)同解不等式：

①当实数 0a  时， | |x a a x a     , | |x a x a    或 x a .

② | ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x g x     , | ( ) | ( ) ( ) ( )f x g x f x g x   或

( ) ( )f x g x  .

③
2 2| ( ) | | ( ) | ( ) ( )f x g x f x g x  

【例题解析】

例 1. 解下列分式不等式

(1)
2 1 4

2
x
x





(2) 2

8 2
2 3
x

x x



 

含参数方程的不等式

例 2. 当 m 为何实数时，关于 x 的方程 ( 3) 3( 1)m x x   的解 （1）为正数；（2）在[1,2)

范围内.

例 3. 当实数 0a  时，解关于 x 的不等式
( 1) 1

2
a x
x





.
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高次方程

例 4. 解下列高次方程

(1) (1 )( 1)( 2) 0x x x    (2) 2 3( 2) ( 1) ( 1)( 2) 0x x x x    

例 5. 解下列绝对值不等式(定义法)

(1)3 | 2 1| 7x   (2) 2 1| 2 |
2

x x x 

例 6. 解下列绝对值不等式(零点分段法)

| 2 | | 1| 4x x   

例 7. 解下列绝对值不等式(两边平方法)

| 3 1| | 2 |x x  

恒成立问题

例 8. 若对 x R ，恒有
2

2

3 2 2
1

x x m
x x
 


 

，其中m N  ，求m的值
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【基础练习】

1. 1
12
3




x
x

的解集是 .

2.
2

2

3 2 0
2 3

x x
x x
 


 

的解集是 .

3.
2 1 2 1

3 3 2
x x
x x
 


 

的解集是 .

4.
1x
x

 的解集是 .

5. 2| 5 5 | 1x x   的解集是 .

6. 5 | 2 | 3 14x x   的解集是 .

7.
2

3

( 1) ( 2) 0
( 3) ( 5)
x x x
x x
 


 

的解集是 .

8. 不等式 1 2 5x x    的解集是 .

9. 若
2 2 3

2

( ) 0
4 3

x a a x a
x x
  


 

的解集是 1 9x x   ，则实数 a的值是 .

10. 当实数 a为何值时，
2

2

3 63 6
1

x ax
x x
 

  
 

恒成立，则实数 a的取值范围是 .

11. 设集合  | | 2A x x a   ，
2 1 1

2
xB x
x

  
  

 
，若 A B ，则实数 a的取值范围

是 .

12. 2 2 | | 15 0x x   的解集是 .

13. 设集合
2 21 1{ || ( 1) | ( 1) }

2 2
A x x a a     , 2{ | 3( 1) 2(3 1) 0}B x x a x a      ，若

果 A B ，则实数 a 的取值范围是 .

14. 关于 x 的不等式
2

2

1| | 3
1

x kx
x x
 


 

的解集为 R，则实数 k的取值范围是 .

15. 解不等式 2 0x a
x a





( )a R
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【拓展练习】

16. 已知不等式 x a b  的解集为 ( 1, 2) ，求 a,b 的值.

17. 已知不等式
( )( ) 0x a x b

x c
 




的解集为[ 1, 2] (3, )  ，求不等式 0
( )( )

x c
x a x b




 

的解集.

18. 若
2 2 3

2

( ) 0
4 3

x a a x a
x x
  


 

的解集是 1 9x x   ，求实数 a的值.

十、 基本不等式

【知识梳理】

1.基本不等式

(1)基本不等式 1：对任意 ,a b R ，那么 2 2 2a b ab  ，当且仅当 a b 时等号成立.

(2)基本不等式 2：如果 0, 0a b  ，那么
2

a b ab
 ，当且仅当a b 时等号成立.

(3)代数意义：把
2

a b
和 ab分别叫做正数 ,a b的算术平均数和几何平均数，也就是说，两

个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数.
(4)几何意义：以线段 a、b 之和为直径的半圆中，半径 OD 的长度不小于垂线段 CD 的长度.
2.基本不等式求最值的归纳
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(1)当两个正数的积为定值时，它们的和有最小值，即若 ,a b R ，且 ab P 为定值，则

2a b P  ，当且仅当 a b P  时等号成立.

(2)当两个正数的和为定值时，它们的积有最大值，即若 ,a b R ，且 a b M  为定值，

则
2

4
Mab  ，当且仅当

2
Ma b  时等号成立.

3.基本不等式的推广

(1)基本不等式推广 1：对任意 , ,a b c R ，有
3 3 3 3a b c abc   ，当且仅当 a b c  时

等号成立.

(2)基本不等式推广 2：对任意 , ,a b c R ，有 3

3
a b c abc 

 ，当且仅当 a b c  时等

号成立.

(3) 基 本 不 等 式 推 广 3 ： 如 果 , 1, 2,3, ,ia R i n   ， 有

*1 2 3
1 2 3 ,n n

n
a a a a a a a a n N

n
   

 
  ，当且仅当 1 2 3 na a a a    时等号成立.

(4) 二 元 均 值 不 等 式 ： 若 ,a b R ， 则

2 22min( , ) max( , )1 1 2 2
a b a ba b ab a b

a b

 
    



(5)三元均值不等式：若 , ,a b c R ，则
2 2 2

33
1 1 1 3 2

a b c a b cabc

a b c

   
  

 

【例题解析】

利用基本不等式求函数最值的简单运用

例 1. (1)当 0x  时，求
12x
x

 的最小值.

(2)当 0x  时，求
12x
x

 的最大值.

(3)当 0x  时，求
12x
x

 的取值范围.
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例 2. 当 0 1x  时，求 (1 )x x 的最大值.

例 3. 当 1x  时，求
1

1
x

x



的取值范围.

例 4. 设 x R ，求 2
2

9
4

x
x




的取值范围.

例 5. 当 2x  时，求
2 3 3

2
x x
x
 


的取值范围.

其他形式的最值问题

例 6. 设 , 0x y  ，且
1 4 1
x y
  ，求 x y 的最小值.

例 7. 求函数 2 (2 5 )x x 在
2(0, )
5

上的最大值.

基本不等式在一些简单问题中的应用

例 8. 一段长为 36m 的篱笆围成一个一边靠墙(足够长)的矩形菜园，问这个矩形的长、宽各

为多少时，菜园的面积最大，最大面积是多少.
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【基础练习】

1. 当
1
2

x  时，
1

2 1
x

x



的最小值是 .

2. 设 x R ， 2
2

25
4

x
x




的最小值是 .

3.
2

2

3
1

xy
x





的最小值是 .

4. 当 3a  时，求
4

3
a

a



最小值是 .

5. 已知 ,a b R 且 1a b  ，则
1 1
a b
 最小值是 .

6. 当
70
3

x  时，求 (7 3 )x x 的最大值是 .

7. 当
5
4

x  时，求
14 2

4 5
x

x
 


的最大值是 .

8. 设 , 0x y  ，且 1x y  ，求
4 1
x y
 的最小值是 .

9. 已知 , 0x y  ，满足 1
3 4
x y
  ，求 xy的最大值是 .

10. 已知 , 0x y  ，满足 3xy x y   ，求 xy的最小值是 .

11. 求
1 52 1 5 2 ( )
2 2

y x x x      的取值范围是 .

12. 设 0x  ，求函数 2

41y x
x

   的最小值是 .

13. 直角三角形中，（1）已知 1a b  ，求证 2 2 1
2

a b  ；（2）已知斜边长为 c，两条直角

边长为 a 和 b，求证 2c a b c   ；（3）已知周长为 C，求这个直角三角形面积的最大值.
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十一、不等式的证明

【知识梳理】

证明不等式的基本方法

1.比较法：作差法(与 0 比较)、作商法(与 1 比较). 其中，作差法更加常用.

2.综合法：已知出发，借助不等式的性质和有关定理，经过逐步的逻辑推理，最后达到待证

不等式.

3.分析法：从需证的不等式出发，分析这个不等式成立的充分条件，转化为判定那些条件是

否具备. 使用分析法时，需注意书写格式.

4.反证法：否定结论，导出矛盾，从而说明原结论正确. 一般情况下，不方便直接证明的命

题，可以用反证法进行证明，如“ 2 为无理数”.

5.放缩法：舍去或添加一些项，使不等式一边放大或缩小，依据不等式的传递性，达到证题

的目的.

【例题解析】

证明下列不等式

1. (比较法)当 ,a b R 时，证明
2 2b a a b
a b
   .

2.(比较法)已知 , ,a b c R ，求证
2 2 2a b c ab bc ca     .

3.(分析法)当 ,a b R 时，求证 ( 1)( 1) 1a b ab    .
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4.(综合法)设 , ,a b c R ，且 1a b c   ，求证
1 1 1( 1)( 1)( 1) 8
a b c
    .

5.(反证法)已知 , , (0,1)a b c ，求证 (1 ) , (1 ) , (1 )a b b c c a   中至少有一个不大于
1
4

.

6.(放缩法)设 , , 0x y z  ，求证 2 2 2 2x xy y y yz z x y z       

7.(柯西不等式)设 1 2 1 2, , ,a a b b R ，

求证 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )a b a b a a b b     ，并指出等号成立条件.

【基础练习】

1.已知 *, ,a b R n N  且 2n  ，证明
1 1n n n na b a b ab    .

2.已知 ,x y R ，求证
2 2 3 3 3 3( )( )( ) 8x y x y x y x y    .
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3.已知 , ,a b c R ，求证
2 2 2 2 2 2 2( )a b b c c a a b c        .

4. 已知
*n N ，求证： 1 4 2n n n    .

5.已知 , , 1a b R a b   ，求证
1 1 2
2 2

a b    .

6.已知 a R ，求证
2 4 2 23(1 ) (1 )a a a a    

7.设 ABC 的三边为 a、b、c，求证
24( ) ( )ab bc ca a b c     .

8.已知正数 ,x y满足 1x y  ，求证
1 1 25( ) ( )

4
x y

x y
    .
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9.若 , , (0,2)a b c ，则 (2 ), (2 ), (2 )a b b c c a   不可能都大于 1.

10.若 , 0, 1a b a b   ，求证
4 1 1 3
3 1 1 2a b
  

 
.

十二、函数的概念

【知识梳理】

1. 函数的定义:

一般地,设 A B、 是两个非空数集,如果按某种对应法则 f ,对于集合 A中的任意一个

元素 x ,在集合 B中都有唯一确定的元素 y与它对应,这样的对应叫做从 A到 B的一个函数

( functin ),通常记为：  y f x , x A .其中, x叫自变量， 所有 x组成的集合 A叫做函数

 y f x 的定义域．．．. y叫因变量，所有 x对应的函数值 y组成的集合C 叫做函数  y f x 的值．

域．.

2. 函数的三要素:

(1)定义域 (2)对应法则 (3)值域

对一个函数来讲，其定义域是基础，对应法则是核心，值域是结果.所以，函数的本

质实际上是由定义域和对应法则完全决定的.

3. 两个函数相等：定义域和对应法则分别对应相同的两个函数才是相等的函数.

4. 函数的表示方法主要有:

(1)解析法 (2)图像法 (3)列表法
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【例题解析】

（一）函数的定义域

例 1、求下列函数的定义域：

2(1)
4
xy

x





2(2) 2y x x    2 1(3) 4
1

y x
x

  


（二）函数值

例 2、已知
2( ) 1f x x  ，求 (1)f ， ( 1)f x .

（三）函数的解析式

例 3、(1)已知 (2 1) 3 2f x x   ，求 ( )f x .

(2) 已知

2

4

1
1

xf x
x x

     
，求 ( )f x .

(3) 若函数  f x 的定义域为非零实数，且   12 4f x f x
x

   
 

，求  f x .
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（四）函数的概念

例 4、 某校有一个班级，设变量 x是该班同学的姓名，变量 y 是该班同学的学号，变量 z是

该班同学的身高，变量 w是该班同学某一门课程的考试成绩 . 则下列选项中正确的是

（ ）.

A. y是 x的函数 B. z是 y 的函数 C. w是 z的函数 D. w是 x的函数

例 5、已知函数  y f x 的定义域为 D ，且集合     , | ,A x y y f x x D   ，

  , |B x y x a  ，则 A B 的元素个数为 .

例 6、把函数  1 0y x
x

  的图像以原点为中心，逆时针旋转 45 ,90 ,135 ,180 ,o o o o

225 ,270 ,315 ,360o o o o
，可以得到 8 个图像. 在这 8 个图像中，不是函数的有 个.

（五）抽象函数的定义域

例 7、(1)已知函数 ( )y f x 的定义域为[3,8]，求函数 2( 1)y f x  的定义域．

(2) 已知函数 ( 1)y f x  的定义域为 ( 1,1) ，求函数 (2 1)y f x  的定义域．

（六）含字母的问题

例 8、已知函数
2 6 8y mx mx m    的定义域为R，求实数m的取值范围.
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【基础练习】

1、如果函数
1( )
2

xf x
x





，那么 ( 1)f x  

2、如果函数  
2

2

2 1, 0
,

2 1, 0
x x

f x
x x

   
  

那么 (0) ( 1) (1)f f f   

3、已知一次函数  f x 满足    4 3f f x x  ，则  f x  _________________

4、设函数   2

2, 1
, 1 2,

2 , 2

x x
f x x x

x x

  
   
 

若   3,f x  则 x 

5、下列曲线所确定的 y与 x之间的关系是函数关系的是（ ）

6、下列四组函数中，两个函数表示同一函数的是（ ）

(A) 2( ) , ( ) ( )f x x g x x  ； (B) 0( ) 1, ( )f x g x x  ；

(C)
( 0)

( ) , ( )
( 0)

x x
f x x g x

x x


   
； (D) 3 3( ) , ( )f x x g t t 

7、观察下列四个函数的图像，值域为[0，4]的函数是 （ ）

8、求下列函数的定义域：
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(1) 0

3
( 1)

xy
x





(2)
2( )x x

y
x x





9、已知
2 3( 1)
3 4
xf x
x


 


，求 ( )f x 的表达式。

10、已知函数

2

2

5 ( 0)
( )

( 0)
x x

f x
x x

  
 

 

(1) 求 (2)f 、 [ (2)]f f 的值；

(2) 若 ( ) 1f a   ，求 a的值；

(3) 若 ( ) 1f a   ，求 a的取值范围。
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十三、函数关系的建立

【知识梳理】

1. 建立函数关系的步骤：

(1)分析题意.(2)列出等量关系.(3)等式变形得出函数解析式.

(4)根据问题的实际意义给出函数的定义域.

【例题解析】

例 1、如图一个边长为 , ( )a b a b 的长方形被平行于边的两条直线所分割，其中长方形

的左上角是一个边长为 x的正方形，试用解析式将图中阴影部分的面积 S 表示成 x的函数。

例 2、某种商品进货单价为 40 元 ， 若按每个 50 元的价格出售 , 能卖出 50 个 , 若销售

单价每上涨 1元 , 则销售量就减少 1 个 , 为了获得最大利润 , 此商品的最佳售价应定为

多少元.

例 3、某公司租地建仓库，每月土地占用费 y1与车库到车站的距离成反比，而每月库存货物的运

费 y2与到车站的距离成正比，如果在距车站 10 公里处建仓库，这两项费用 y1和 y2分别为 2万元

和 8 万元，那么要使这两项费用之和最小，仓库应建在离车站多少公里处

http://www.xjktyg.com/wxc/
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例 4、某地 2004 年第一季度应聘和招聘人数排行榜前 5个行业的情况列表如下：

行业名称 计算机 机械 营销 物流 贸易

应聘人数 215830 200250 154676 74570 65280

行业名称 计算机 机械 营销 物流 贸易

招聘人数 124620 102935 89115 76516 70436

若用同一行业中的应聘人数与招聘人数比值的大小来衡量该行业的就业情况，则根据表中数

据，就业形势一定是（ ）.

A. 计算机行业好于化工行业 B. 建筑行业好于物流行业

C. 机械行业最紧张 D. 营销行业比贸易行业紧张

例 5. 某工程队共有 500 人，要建造一段 6000 米的高速公路，工程需要把 500 人分成两组，

甲组的任务是完成一段 4000 米的软土地带，乙组的任务是完成剩下的 2000 米的硬土地带，

据测算，软、硬土地每米的工程量是 30 工（工为计量单位）和 40 工.

(1)若平均分配两组人数，分别计算两组完工的时间，并求出此时全队的筑路工期；

(2)如何分配两组的人数会使得全队的筑路工期最短？

例 6、根据全国人大常委 2011 年 6 月 30 日决议，将个税起征点提高到 3500 元. 将超额累

进税率中第 1 级有 5%降低到 3%. 修改后的个税法于 2011 年 9 月 1 日起施行，下面是修改

后的个人所得税税率表：

级数 全月应纳税所得额 税率(%)

1 不超过 1500 元的 3

2 超过 1500 元至 4500 元的部分 10

3 超过 4500 元至 9000 元的部分 20

4 超过 9000 元至 35000 元的部分 25

5 超过 35000 元至 55000 元的部分 30

6 超过 55000 元至 80000 元的部分 35

7 超过 80000 元的部分 45



华询教育

47

（注：本表所称全月应纳税所得额是指依照个税法第六条的规定，以每月收入额减除费用

3500 元后的余额。）

(1)小明的爸爸每月工资为 9000 元，他每月应交纳多少个人所得税？

(2)若小明的爸爸每月交纳个人所得税m元  0 400m  ，则他每月工资为多少元？

【基础练习】

1、建筑一个容积为 8000 m3，深为 6 m 的长方体蓄水池，池壁的造价为 a 元/m2,池底的造价

为 2a 元/m2,把总造价 y(元)表示为底的一边长为 x(m)的函数.

2、某机床厂今年年初用 98 万元购进一台数控机床，并立即投入生产使用，已知第一年维修、

保养费用共 12 万元，从第二年开始，每年所需维修、保养费用都比上一年增加 4 万元，且

该机床使用后，每年的总收入为 50 万元，设使用 x年后  *x N 该数控机床的盈利额为 y

万元。

(1)写出 y与 x之间的函数关系式；

(2)使用几年后，该机床开始盈利（即：盈利额为正值）；

(3)假设在使用若干年后，对该机床的处理有以下两种方案：(I)当年平均盈利额达到最大值时，

以 30 万元价格处理该机床；(II)当盈利额达到最大值时，以 12 万元价格处理该机床。请研

究以下按照哪种方案处理较为合理？请说明理由。
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十四、函数的奇偶性

【知识梳理】

一、定义：

1．偶函数：一般地，对于函数 ( )f x 的定义域内的任意一个 x，都有 ( ) ( )f x f x  ，那么

( )f x 就叫做偶函数．

2．奇函数： 一般地，对于函数 ( )f x 的定义域的任意一个 x，都有 ( ) ( )f x f x   ，那么

( )f x 就叫做奇函数．

二、注意：

1、如果函数 ( )y f x 是奇函数或偶函数，我们就说函数 ( )y f x 具有奇偶性；函数的奇

偶性是函数的整体性质；

2、根据奇偶性可将函数分为四类：奇函数、偶函数、既是奇函数又是偶函数、既不是奇函

数也不是偶函数；

3、由函数的奇偶性定义可知，函数具有奇偶性的一个必要条件是，对于定义域内的任意一

个 x，则 x 也一定是定义域内的一个自变量（即定义域关于原点对称）．如果一个函数的

定义域不关于“0”（原点）对称，则该函数既不是奇函数也不是偶函数；

4、偶函数的图象关于 y 轴对称, 反过来，如果一个函数的图象关于 y 轴对称，那么这个函数为

偶函数且 ( ) (| |)f x f x

奇函数的图象关于原点对称；反过来，如果一个函数的图象关于原点对称，那么这个函数为

奇函数. 若奇函数在 0x  处有定义，则有  0 0f  .

5、可以利用图象判断函数的奇偶性，这种方法称为图象法，也可以利用奇偶函数的定义判

断函数的奇偶性，这种方法称为定义法 用定义判断函数奇偶性的步骤是

(1)先求定义域，看是否关于原点对称；

(2)再判断 ( ) ( )f x f x   或 ( ) ( )f x f x  是否恒成立；

（3）作出相应结论.若 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( )f x f x f x f x f x    或 则 是偶函数 ；

若 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( )f x f x f x f x f x     或 则 是奇函数

【例题解析】

例 1．判断下列函数的奇偶性，并证明（1）、（2）.

(1)   1f x x
x

  (2)
1
1)1()(





x
xxxf
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(3)
21( )

2 | 2 |
xf x

x



 

(4) 2 2( ) 1 1f x x x   

常用结论：

(1)两个偶函数相加所得的和为偶函数.

(2)两个奇函数相加所得的和为奇函数.

(3)一个偶函数与一个奇函数相加所得的和为非奇函数与非偶函数.

(4)两个偶函数相乘所得的积为偶函数.

(5)两个奇函数相乘所得的积为偶函数.

(6)一个偶函数与一个奇函数相乘所得的积为奇函数.

分段函数奇偶性的判断

例 2. 判断并证明函数的奇偶性：

2

2

1 1 ( 0)
2( )

1 1 ( 0)
2

x x
g x

x x

   
  


已知函数的奇偶性求参数值：

例 3. 已知函数
2( ) ( 2) ( 1) 3f x m x m x     是偶函数，求实数m的值．

例 4. 若函数    21
2 1xF x f x     

是偶函数，且  f x 不恒等于 0，则函数  f x 的奇

偶性为___________________.

构造奇偶函数求值

例 5. 已知函数
5 3( ) 8f x x ax bx    ，若 ( 2) 10f   ，求 (2)f 的值。
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抽象函数的奇偶性判断

例 6. “定义在R上的任意一个函数  f x 都可以表示成一个奇函数和一个偶函数的和”，判

断这个命题的真假性，并说明理由.

例 7. 已 知 函 数  f x 满 足        2f x y f x y f x f y      ,x R y R  ， 且

 0 0f  ，求证：  f x 是偶函数．

例 8. 已知函数  f x 和  g x 的定义域都是 R，且  f x 是偶函数，  g x 是奇函数，求证：

函数   f g x 是偶函数.

【基础练习】

1．已知函数    2 0f x ax bx c a    是偶函数，那么   3 2g x ax bx cx   是（ ）.

A．奇函数 B．偶函数 C．既奇又偶函数 D．非奇非偶函数

2．已知函数    2 23 3, 2,f x ax b x x a a       是偶函数，则 a b  __________.

3．已知  f x 是定义在R上的奇函数，当 0x  时，    2f x x x  ，则  f x 在R上的

表达式是（ ）.

A．  2y x x  B．  1y x x  C．  2y x x  D．  2y x x 

4．已知   5 3 8f x x ax bx    ，且  2 10f   ，那么  2f  ___________.
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5．函数
11

11)(
2

2



xx
xxxf 是（ ）

A．偶函数 B．奇函数 C．非奇非偶函数 D．既是奇函数又是偶函数

6．函数
21

22
)(

x

x
xf




 的奇偶性为________（填奇函数或偶函数）．

7. 已知  f x 是偶函数，  g x 是奇函数，若
1

1)()(



x

xgxf ，则  f x 的解析式为

_______．

8．已知函数  f x 为偶函数，且其图象与 x轴有四个交点，则方程   0f x  的所有实根之

和为________．

9. 已知  y f x 是偶函数，  y g x 是奇函数，它们的定义域均为

 3,3 ，且它们在  0,3x 上的图像如图所示，则不等式
 
 

0
f x
g x

 的

解集是____________________.

10. 设函数  y f x （ x R 且 0x  ）对任意非零实数 1 2,x x 满足

     1 2 1 2f x x f x f x   ，求证  f x 是偶函数．

十五、函数的单调性

【知识梳理】

1．增函数、减函数

一般地，设函数 f(x)的定义域为 I，区间 D⊆I，如果对于任意 x1，x2∈D，且 x1<x2，则

有：(1)f(x)在区间 D上是增函数⇔f(x1)<f(x2)；

(2)f(x)在区间 D上是减函数⇔f(x1)>f(x2)．

2．单调区间的定义

若函数 y＝f(x)在区间 D上是增函数或减函数，则称函数 y＝f(x)在这一区间上具有(严格

的)单调性，区间 D叫做 y＝f(x)的单调区间．
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注意：

（1）函数的单调区间是指函数在定义域内的某个区间上单调递增或单调递减．单调区

间只能用区间表示，不能用集合或不等式表示；如有多个单调区间应分别写，不能用并

集符号“∪”连接，也不能用“或”连接，应该使用“和”连接.

（2）两函数 f(x)，g(x)在 x∈(a，b)上都是增(减)函数，则 f(x)＋g(x)也为增(减)函数，但

f(x)·g(x)，
 
1
f x

等的单调性与其正负有关，切不可盲目类比．

3. 判断函数单调性的四种方法

(1)定义法： 取值、作差、变形、定号、下结论；

(2)复合法：同增异减，即内外函数的单调性相同时，为增函数，不同时为减函数；

(3)图像法：如果 f(x)是以图像形式给出的，或者 f(x)的图像易作出，可由图像的直观性

判断函数单调性．

注意：若题目要求“证明”时，则只能使用定义法.

【例题解析】

一、求函数的单调区间

例 1. 写出(1)
1( )f x x
x

  (2)  ( ) af x x a R
x

   的单调区间

二、函数单调性的证明

例 2. 判断函数 3y x 在定义域上的单调性，并证明。

注意：利用定义判断或证明函数的单调性时，作差后要注意差式的分解变形成乘积的形式．

练习：判断函数 g(x)＝－2x
x－1

在 (1，＋∞)上的单调性．
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三、复合函数单调性

例 3. 函数 2

1( )
2 8

f x
x x


  

的递增区间是__________________.

四、含参数的函数单调性问题

例 4. 设函数   2 af x x
x

  ，其中 a为实常数.

（1）讨论函数  f x 的奇偶性，并说明理由；

（2）若函数  f x 在 2, 上是增函数，求实数 a的取值范围.

练习：1. 设函数    2 1 0f x x ax a    ，若函数  f x 在区间 0, 上是单调函数，

则实数 a的取值范围是_________________.

2. 已知函数
 
  2

3 1 4 1

1 1

a x a x
y

a x x

   
 

是定义在 R上的减函数，则实数 a的取值范围是

________________.

五、利用函数性质解不等式

例 5. 已知函数  
2

2

4 3, 0

2 3, 0

x x x
f x

x x x

    
   

则不等式    2 4 3f a f a  的解集为( )

A．(2,6) B．(－1,4) C．(1,4) D．(－3,5)

练习：设定义在[ 2,2] 上的偶函数 ( )f x 在区间[0, 2]上单调递减，若 (1 ) ( ),f m f m  求

实数m的取值范围.

六、抽象函数的单调性

例 6. 若 函 数  f x 是 定 义 在  0, 上 的 函 数 ， 且 对 任 意 ,x y R ， 都 有

   xf f x f y
y

 
  

 
，若当 1x  时，   0f x  ，则：
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(1)判断  f x 的单调性，并予以证明；

(2)若
1 1
2

f    
 

，解不等式    5 2f x f x    .

【基础练习】

1. 若 f(x)＝－x2＋2ax与 g(x)＝ a
x＋1

在区间[1,2]上都是减函数，则 a的取值范围是( )

A．(－1,0)∪(0,1) B．(－1,0)∪(0,1] C．(0,1) D．(0,1]

2．已知函数  
2

2

4 , 0

4 , 0

x x x
f x

x x x

   
 

，若 f(2－a2)>f(a)，则实数 a的取值范围是( )

A．(－∞，－1)∪(2，＋∞) B．(－1,2)

C．(－2,1) D．(－∞，－2)∪(1，＋∞)

3．用 min{a，b，c}表示 a，b，c三个数中的最小值．设 f(x)＝min{2x，x＋2,10－x}(x≥0)，

则 f(x)的最大值为 ( )

A．4 B．5 C．6 D．7

4．已知定义在 R 上的增函数 f(x)，满足 f(－x)＋f(x)＝0，x1，x2，x3∈R，且 x1＋x2>0，x2＋

x3>0，x3＋x1>0，则 f(x1)＋f(x2)＋f(x3)的值 ( ).

A．一定大于 0 B．一定小于 0 C．等于 0 D．正负都有可能

5. 若函数 ( ), ,y f x x D  为非奇非偶函数，则有（ ）。

A. 对于任意的 0 ,x D 都有 0 0( ) ( )f x f x  且 0 0( ) ( )f x f x   ；

B. 存在 0 ,x D 使 0 0( ) ( )f x f x  且 0 0( ) ( )f x f x   ；

C. 存在 1 2 ,x x D、 使 1 1( ) ( )f x f x  且 2 2( ) ( )f x f x   ；

D. 对于任意的 0 ,x D 都有 0 0( ) ( )f x f x  或 0 0( ) ( )f x f x  

6．函数 y＝－(x－3)|x|的递增区间是________．

7．设 f(x)是增函数，则下列结论一定正确的是________(填序号)．
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①y＝[f(x)]2是增函数；②y＝ 1
fx

是减函数；③y＝－f(x)是减函数；④y＝|f(x)|是增函数．

8．已知函数 f(x)＝a－ 1
|x|

.

(1)求证：函数 y＝f(x)在(0，＋∞)上是增函数；

(2)若 f(x)<2x在(1，＋∞)上恒成立，求实数 a的取值范围．

9．已知 f(x)＝x2＋ax＋3－a，若 x∈[－2,2]时，f(x)≥0 恒成立，求 a的取值范围．

10. 已知 f(x)是定义在[－1,1]上的奇函数，且 f(1)＝1，若 a，b∈[－1,1]，a＋b≠0 时，

有
    0
f a f b

a b





成立．

(1)判断 f(x)在[－1,1]上的单调性，并证明它；

(2)解不等式：f(x＋1
2

)<f( 1
x－1

)；

(3)若 f(x)≤m2－2am＋1 对所有的 a∈[－1,1]恒成立，求实数 m的取值范围．
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参考答案

一、集合及其表示方法
【例题解析】

例 1、（2）（3）.

例 2、 （1）① }5,23|{  nNnnxx 且 ；② }5,2|{  nNnnxx 且 ；

（2）①{（1，1），（1，2），（2，1）（2，2）}；② )}
3
2,

3
8{(  ；

③ {-1，1}；④ {（0，8）（2，5），（4，2）}

⑤{（1，1），（1，2），（1，4）（2，1），（2，2），（2，4），（4，1），（4，2），（4，4）}

例 3、解：(1)若 a2＋1＝5，得 a＝2(由 A 中元素互异性可舍去)或 a＝－2，此时 B＝{0，7，1，

4}(2)若 a2－a＝5，得 a2－a－5＝0，由 B 中元素互异性知不符合题意。

由(1)、(2)可知：集合 B＝{0，7，1，4}。

例 4、 (1)
8
9

a ； (2)
8
9

a 时，
3
4

x ， 0a 时，
3
2

x ； (3)
8
9

a 或 0a 。

例 5、（1） }2,
2
1,1{A ；（2）不能。假设 }{aA  ，于是 01

1
1 2 


 aa
a

a 。该方程无实数解。

【基础练习】

1. （1）否；（2）否；（3）否. 2. -2,0,2；3.










 

2
51,

2
51,1,0 ；4. 0，-1；

5． CA、 .6. A 7. 0a 或







0

0

b

a
； 0 ba ；8． })2,1({  ；

9. (1) 15,5,3,1 ,(2) 5,4,3,2,1 ,(3)     )3,2(,)0,1(,1,0,)0,1(,3,2  .

10. (1)  Znnxx  ,2| ,(2) Znnxx  ,13| ,(3) 0,0|),(  yxyx .

（4） 2 2{( , ) | 3 1}x y x y  ，（5） 2{ | 3}y y x  
11.  3,2,1,0B ； 12.  5,4,3,2,0 .

二、集合及其表示方法
【例题解析】

例 1、（1）：N Z Q R
（2）①正确；②错误，因为 A 可能是空集 ③正确；④错误

例 2、（1）N Z, N Q, R Z, R Q， Φ {0}

（2）∵A={x∈R|x 2 -3x-4=0}＝{-1,4},

B={x∈Z||x|<10}={-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}∴A B 正确

（3）对任意一个集合 A，都有 AA，
（4）集合{a,b}的子集有：Φ、{a}、{b}、{a,b}
（5）A、B 的关系为 BA  .
例 3、(1)若 a＝1，则违背 A 中元素的互异性，不符合题意；

(2)若 a2＝1，得 a＝±1(a＝1 舍去)

当 a＝－1 时，A＝{1，－1，b}，B＝{－1，1，－b}，由 b＝－b 知 b＝0

(3)若 ab＝1 且 a2＝b 可求得 a＝1，b＝1(舍去)

由(1)、(2)、(3)可知：a＝－1，b＝0
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例 4、a＞4。

变式 1：解：由
        4＞1a＋

2＜－2a－2－
得

3a＞
0a＞

，则 a＞3

变式 2：

解：由
        4  ≤1a＋

2－  ≥2a－2－
得

3  ≤a
0  ≤a

，则 a≤0

例 5、 (1)集合{a,b}的所有子集的个数是 4 个，即Ø,{a},{b},{a,b}
(2) 集合{a,b,c}的所有子集的个数是 8 个，即Ø,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}

猜想：(1)集合{a,b,c,d}的所有子集的个数是多少？( 1624  )

(2)集合 naaa ,, 21  的所有子集的个数是多少？( n2 )

结论：含 n 个元素的集合 naaa ,, 21  的所有子集的个数是
n2 ，所有真子集的个数是

n2 -1，

非空真子集数为 22 n

例 6、解：P＝{2，－3}

(1)若 Q＝{2}，由 2a＋1＝0 得 a＝－
2
1
；(2)若 Q＝{－3}，由－3a＋1＝0 得 a＝

3
1

(3)若 Q＝Φ，得 a＝0 由(1)、(2)、(3)知：a∈{－
2
1
，

3
1
，0}

  例 7、解：（1）设 Sx ，则 Znnx  ,12 ，若 Zkkn  ,2 ，则 Tkx  14 ；若

Zkkn  ,12 ，则 Tkx  14 ，∴ TS  。

（ 2 ） 设 Tx ， 则 Zkkx  ,14 ， 若 14  kx ， 则 Skx  1)2(2 ， 若 14  kx ， 则

Skx  1)12(2 ，∴ ST  。 综上， TS 

例 8、（1）设奇数 )(12 Zkka  ， 2222 )1(1212 kkkkkka  ，∴ Ma ，所以

{奇数} M ； 又∵ 22 110  ，∴ M0 ，而 0 是偶数，所以{奇数} M 成立。（2）若 Mk 2 ，设

)()(2 22 yxyxyxk  ，∵整数 yx  与 yx  同奇偶，而 )()(2 yxyxk  是偶数， ∴ yxyx  ,
都是偶数，即 k2 是 4 的倍数，所以 k 是偶数。于是，当 k 是偶数时，偶数 Mk 2 成立。

（3）若 Mba , ，设 2222 , mnbyxa  ，则 22 )()( ynxmymxnab  ，∴ Mab 。

【基础练习】

1．







1
1

y
x

或








2
2

y
x

.2． 1a ， 0b 。3． , 0 , 2 , 20， ；4． a≤1；

5． 2t  或 1t   ；6． 4 4a   ；7.C；8.A；9. 3 个；10. A  B, B  A, A  C,

C  A ；11．






  1

3
1| aa ；12．  2,1,0C

三、集合的运算
【例题解析】

例 1 （1）A B=｛x|x>-2｝｛x|x<3｝=｛x|-2<x<3｝．





华询教育

58

（2）A B=｛x|x是等腰三角形｝｛x|x是直角三角形｝=｛x|x是等腰直角三角形｝．

（3）A B=｛3,4,5,6,7,8｝．

例 2、∵A＝｛x｜1≤2x＋1＜9｝＝｛x|0≤X＜4｝，U＝R∴CU A＝｛x｜x＜0，或 x≥4｝

例 3、∵S＝｛x|－3≤x＜6｝，A＝｛x|0≤x＜3｝， B＝｛x|3<x＜6｝

∴C S B＝｛x|－3≤x≤3｝∴A C S B

例 4、（1）A B=｛x|-1<x<2｝｛x|1<x<3｝=｛x|-1<x<3｝．

（2）A B=｛(x,y)|y=-4x+6｝｛(x,y)|y=5x-3｝=｛(x,y)|






35

64
xy
xy

｝=｛(1,2)｝

（3）CUA=｛1,2,6,7,8｝ CUB=｛1,2,3,5,6｝

(CUA)  (CUB)= CU (A B)=｛1,2,6｝ (CUA)  (CUB)= CU (A B)=｛1,2,3,5,6,7,8｝

（4）CUA=｛（1，1），（2，2）｝.

例 5、（1）∵ RA ，∴ A ，故 042  p ，从而可得 22  p 。

（2） }2,1,0,1,2{ U ，∵ }{ 0xA  ，∴ 042  p ， 2p 。

当 2p 时， }1{A ， }2,1,0,2{ACU ；当 2p 时， }1{A ， }2,0,1,2{ ACU 。

例 6、  303|  yyyBA 或

例 7、（1） }10|{  kyyA ； 当 01  k 时， }1|{ 2  ykyB ；当 10  k 时，

}10|{  yyB ；当 1k 时， }0|{ 2kyyB  。

（2）据题意， BA  ，当 01  k 时，








 0

11
02

k
k
k

（舍）； 当 10  k 时， 011  kk ；

当 1k 时， 011 22  kkkk ，解得
2

51
k 。综上， 0k 或

2
51

k 。

【基础练习】

1、D；2、2；3、（CUB= CU（CUA，CU＝U，CUU＝）；4、CUA=｛不等腰梯形｝.

5、CUA=｛x|x≤-2，或 x≥-1｝；6、a=-2；7、A B= {x|1 x 5}, A B=R．
8、M N=｛(x,y) |xy=-1,或 xy=1(x＞0)｝．

9、(1)  21|  yyBA ， (2)  )0,1(,)0,1( BA .

10、 6,8  ba .11、 2a 或 3.12、








2
1

3
14 ，，BA .

四、命题的形式及等价关系
【例题解析】

例 1、（1）真命题。（2）假命题。（3）因为语句中含有变量 x，当 x的值没有确定之前，我

们无法判断语句的真假，所以它不是命题。把含有变量的语句叫做“开语句”， 一般开语句

不是命题。（4）真命题。（5）假命题。（6）因为没有对 nm  是否是整数做出判断，所以它

不是命题。疑问句不是命题。

例 2、A 在听音乐；B在看书；C 在修指甲；D 在梳头发.
例 3、∵ （1）、（3）矛盾， ∴ 其中必一真一假。 ∴ （2）必假，即苹果在黄箱中。

例 4、（1）原命题：若 、 是对顶角，则   ；逆命题：若   ，则 、 是对顶角；



华询教育

59

否命题：若 、 不是对顶角，则   ； 逆否命题：若   ，则 、 不是对顶

角。

（2）原命题：若一个数是负数，则它的立方根是负数；

逆命题：若一个数的立方根是负数，则它是负数；

否命题：若一个数不是负数，则它的立方根不是负数；

逆否命题：若一个数的立方根不是负数，则它不是负数。

（3）原命题：若一个整数的各位数字之和是3的倍数，则它是3的倍数；

逆命题：若一个整数是3的倍数，则它的各位数字之和是3的倍数；

否命题：若一个整数的各位数字之和不是3的倍数，则它不是3的倍数；

逆否命题：若一个整数不是3的倍数，则它的各位数字之和不是3的倍数。

（4）原命题：若 ba、是无理数，则 ba  是无理数；

逆命题：若 ba  是无理数，则 ba、是无理数；

否命题：若 ba、不都是无理数，则 ba  不是无理数；

逆否命题：若 ba  不是无理数，则 ba、不都是无理数。

例 5、已知：如图：在⊙0 中，弦 AB、CD 交于点 P，且 AB、CD 不是直径。

求证：弦 AB、CD 不被 P 平分。

证明：假设弦 AB、CD 被 P 平分，连结 OP，

由平面几何知识可推出：OP⊥AB 且 OP⊥CD

在平面内过一点 P 有两条直线 AB 和 CD 同时与 OP 垂

直，这与垂线性质矛盾，则原命题成立。

例 6、假设 2 是有理数，可设 2 ＝
b
a
(a、b∈N*且 a、b 互质)

∴a＝ 2 b 得 a2＝2b

∵a、b∈N*且 a、b 互质 ∴ a 中必含 2 的因子，得 a2必含 4 的因子

∵a2＝2b ∴ b 中必含 2 的因子 由 a、b 均含 2 的因子可知与 a、b 互质矛盾

∴假设不成立，则 2 是无理数。

【基础练习】

1. 00  yx 且  0||||  yx ; 000||||  yxyx 或 ; 00  yx 或  0||||  yx

2. ABA 若 BA则 ; ABABA 则的子集不是若 , ;

的子集不是则若 BAABA ,

3. ba , 为整数，如果 ba  不是偶数，那么 ba , 不都是偶数。真

5. C 6. B 7. C 8. C 9. D

10.

原命题 若直线到圆心距离等于半径，则该直线是圆的切线 真

逆命题 若直线是圆的切线，则该直线到圆心距离等于半径 真

否命题 若直线到圆心距离不等于半径，则该直线不是圆的切线 真

逆否命题 若直线不是圆的切线，则该直线到圆心距离不等于半径 真

五、充分条件、必要条件
【例题解析】

例 1.（1） A是B的充分条件；（2） A是 B的必要条件；（3） A是 B的充要条件；

（4） A既不是B的充分条件，又不是B的必要条件。

A

BC

DO

P



华询教育

60

拓展： A是 B的充分不必要条件： A改为： 0 ba ；

A是B的必要不充分条件： B改为： 011  ba ；

A是B的充要条件：条件改为：已知 0ba 。

例 2.(1) A的充分不必要条件是： 1a ， 0b ， 1c ；

A的必要不充分条件是： 0ac ； A的充要条件是： 0ca 。

(2) B的充分不必要条件是： ABCD是矩形；

B的必要不充分条件是： ABCD是四边形；

B的充要条件是： ABCD是有一组对边平行且相等的四边形。

例 3. （1）p:0＜x＜3，q:－1＜x＜3.p是 q的充分但不必要条件.
（2）p q，qp.p是 q的必要但不充分条件.（3）p是 q的充要条件.

例 4. (1) 设 A＝{x| x＞2}，B＝{x| x≥2}

∵ A B ∴αβ且α β ∴α是β的充分非必要条件

(2) 设 A＝{x| x2＝1}＝{－1，1}，B＝{1}

∵A⊃ B ∴α β且αβ ∴α是β的必要非充分条件

例 5.设 A＝{x|1≤x≤3}，B＝{x|m＋1≤x≤2m＋4，m∈R }

∵α是β的充分条件，∴αβ 得 A B

∴{ m +1
2m + 4 3

≤1
≥ 解得：－

1
2
≤m≤0

【基础练习】

1.① 2.② 3.③ 4.③ 5.② 6. ④ 7.② 8.④

9. B 10. B 11. A 12. A

13.解（1） 0ac ； （2） 042  acb 且 0ab 且 0ac ；

（3） 0c 且 0ab ； （4） 0a 且 042  acb 。

六、不等式的基本性质
【例题解析】

例 1. B；例 2. 正确；错误；错误；错误；正确；正确；错误；正确；例 3. 作差法；

例 4. 待定系数法： 731  ba ；例 5. 3 个；例 6. 作差法；

例 7. 当 m=1 时，0>-m=-1 恒成立，x∈R。当 m<1 时，x<m/(1-m)。当 m>1 时，x>-m/(m-1)
【基础练习】

1.D；2.C；3.A；4. A；5. D；6. A；7.②③⑥⑦⑧；8.①②；9. [-5，7]；
10. 解：不等式即（m+2）（m-2）x＜m+2，
当 m=-2 时，不等式即 0•x＜0，可得它的解集为∅；

当 m＜-2 时，不等式即（m-2）•x＞1，可得它的解集为{x|x＜1/(m-2)}；
当-2＜m＜2 时，不等式即（m-2）•x＜1，可得它的解集为{x|x＞1/(m-2)}；
当 m=2 时，不等式即 0•x＜4，可得它的解集为 R；
当 m＞2 时，不等式即（m-2）•x＜1，可得它的解集为{x|x＜1/(m-2)}；

11. 作差法，
a
b2
＋

b
a2
－

1
a
＋

1
b ＝

a－b
b2

＋
b－a

a2
＝(a－b)

1
b2
－

1
a2 ＝

a＋b a－b 2

a2b2
≥0

【拓展练习】

12. B；13. (﹣3π／2，π／2)；14. （-2，-1/2）
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七、一元二次不等式的解法
【例题解析】

一元二次不等式的解法

例 1. (1)﹣1/2<x<2 (2)(3﹣√3)/3<x<(3+√3)/3 (3)x=1/2 (4)﹣5<x<1 (5) ∅

例 2. 1 4 0x x   或-3

例 3.  11
10

x x x 或 -

例 4. m＜﹣1/8．

例 5. (x－1)(x－a)＜0． ∴当 a＞1 时，原不等式的解为 1＜x＜a；
当 a＝1 时，原不等式的无实数解； 当 a＜1 时，原不等式的解为 a＜x＜1．

例 6. 已知关于 x 的不等式(m2+4m﹣5)x2﹣4(m﹣1)x+3>0 对一切实数 x 恒成立，求实数 m 的

取值范围。

解：当 m2+4m－5=0 和≠0 分别讨论，解得［1,19).
【基础练习】

1. D。2. D。3.（1）{x|x＜0 或 x＞1} （2）无解 （3）{x|x﹣3<x<1/2} （4）{x|
﹣3≤x≤1}；4. （﹣2，2]；5. a＞2；6. ∅。7. [﹣1/8，+∞）；

8. b＝－4，c＝6． ∴－
1
2

≤x≤2．

9. 解：即(x﹣a)(x﹣1)<0，①a<1，a<x<1，②a=1，无解，③a>1，1<x<a
10. 解：（1）a=﹣2，b=3（2）﹣2x2+3x﹣1＞0，{x|1/2＜x＜1}

11.解：
x－a
x－a2

<0⇔(x－a)(x－a2)<0，(2 分)

①当 a＝0 或 a＝1 时，原不等式的解集为∅ ；(4 分)
②当 a<0 或 a>1 时，a<a2，此时 a<x<a2；(7 分)
③当 0<a<1 时，a>a2，此时 a2<x<a.(10 分)
综上，当 a<0 或 a>1 时，原不等式的解集为{x|a<x<a2}；
当 0<a<1 时，原不等式的解集为{x|a2<x<a}；
当 a＝0 或 a＝1 时，原不等式解集为∅ .(12 分)

12. 解：ax2-2（a+1）x+4＞0⇔（ax-2）（x-2）＞0…
①a=0 时，x-2＜0⇔x∈（-∞，2）…
②0＜a＜1 时，(x-2/a)(x-2)＞0⇔x∈(-∞，2)∪(2/a，+∞)
③a=1 时，（x-2）2＞0⇔x∈（-∞，2）∪（2，+∞）…
④a＞1 时，(x-2/a)(x-2)＞0⇔x∈(-∞，2/a)∪(2，+∞)…
⑤a＜0 时，(x-2/a)(x-2)＜0⇔x∈(2/a，2)…
【拓展练习】

13. 解：作差法。
1
2

a 

14. 解：原式=（4x+a）（3x﹣a）＞0，
令（4x+a）（3x﹣a）=0，解得 x＝−a/4 或 a/3
①当 a＞0 时，− a/4＜a/3，不等式的解集为{x|x＜− a/4 或 x＞a/3}；
（2）当 a=0 时，− a/4= a/3，不等式的解集为{x|x∈R，且 x≠0}；
（3）当 a＜0 时，− a/4＞a/3，不等式的解集为{x|x＞− a/4 或 x＜a/3}．

15. 已知二次函数    2 , ,f x ax bx c a b c R    满足：对任意实数 x，都有  f x x ，
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且当  1,3x 时，有    21 2
8

f x x  成立；

（1）证明：  2 2f  ； （2）若  2 0f   ，求  f x 的表达式；

解：（2）f(x)= 1/8 (x+2)2

八、一元二次不等式的应用
【例题解析】

例 1.  0,1a ；例 2.
10 2.
3

a a  或 例 3. (1) -1≤a≤2（2）∵ A B R

2a a① 时，不存在，
2a a② 时，不存在，

2a a③ 时，不存在

例 4. 3 1a a  或 例 5. （1） 2p  （2） 2p  （3） 2p  （4）2 3p 

（5）开口向上， 2 3p  例 6. 2.4 元

【基础练习】

1. 6；2. -2＜m≤2；3. 0 3a  ；4.- 1
3

<m< 5
3

；5. 11m ；6. 1 3x x 或

7. 1m 。8.
2
1

6
5

 m ；9. (-,- 3
2

)∪( 5
4

, +)；10.
112 1
5

a a   或

11. 1 0m   ；12. (1) 2m  (2) m＞5 或 m＜-3。13. 2 8r 
14.最大限制速度是 25/2m/s．

九、其他不等式的解法
【例题解析】

例 1. (1) 2≤x≤9/2 (2)x≥1/2 或 x≤﹣2；例 2.（1）m＜﹣6 或 m＞3 （2）m>12

例 3.当 a＞1时，不等式解集为{x|x＞2 或 x＜
2
1

a
a



}；当 a=1 时，解集为{x|x＞2}；若 0＜a

＜1 时，不等式的解集为{x|2＜x＜
2
1

a
a



}；若 a＜0 时，不等式解集为：{x|
2
1

a
a



＜x＜2}

例 4. (1) 1<x<2 或 x<﹣1 (2) 1 2 1 2x x x     且 或 ；

例 5. (1) 2 4 3 2x x     或 (2) 3/2＜ x＜ 5/2；例 6. ﹣ 5/2＜ x＜ 3/2；例 7.

1 3
4 2

x  

例 8. 1m 
【基础练习】

1. 











 4

2
1

2
1

3
2

，， 
；

2.    1,1 2,3  ；3.  1 1 2, , 3,
2 2 3

         
   

 

4. 1 1 0x x   或 ；5. 3 4 1 2x x   或 ；6. x＞2 或 x＜﹣3
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7.3 5 0 2x x   或 ；8.  23  xx
；

9. 3a   ；10. 6a  

11. [0,1]；12. (﹣∞，﹣5)∪(5，+∞)；13. 1 1 3a a   或 ；14. 5 1x  

15. 解： 当 1a  或 0a  时， 2a a ，则不等式的解集为  2,a a

当0 1a  时， 2a a ，则不等式的解集为  2 ,a a

当 0a  或 1a  时，不等式的解集为

【拓展练习】

16. a=1/2.b=3/2；17. x<﹣1 或 2<x≤3；18. a=﹣3

十、 基本不等式
【例题解析】

例 1. (1) 原式≥ 2 2 (2)原式≤﹣2√2 (3)原式≥2√2 或≤﹣2√2

例 2. 原式≤1/4；例 3. 原式≥3；例 4. 原式≥21/4；例 5. 原式≥3；例 6. 9；例 7. 32/75
例 8. 长为 18m，宽为 9m 时，面积最大为 162m2．

【基础练习】

1.
12
2

 ；2. 6；3. 2 2 ；4. 7 ；5. 4；6. 49/12；7. 1；8. 9；9. 3；10. 9；11. 2 2 2y 

12. 4；13. （1）略 （2）略 （3）∴
23 2 2

4
S C


十一、不等式的证明

【例题解析】

1.提示：当 , 0a b  时，
2 2 2( )( )( ) ( ) 0b a a b a ba b
a b ab

 
    

所以
2 2b a a b
a b
   ，当且仅当 a b 时等号成立.

2.提示：
2 2 2 2 2 22 , 2 , 2a b ab b c bc c a ca      ，

上述三个不等式相加，得
2 2 2a b c ab bc ca     ，当且仅当 a b c  时等号成立.

3 提示：由于 ( 1)( 1), 1a b ab   都是正数

原不等式
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( 1)( 1) 1 2

2

a b ab ab

a b ab

     

  

成立，所以 ( 1)( 1) 1a b ab    ，当且仅当 a b 时等号成立.

4.(1 的代换)提示：当 , , 0a b c  时，左边

1 1 1

( )( )( ) 2 2 2 8

a b c a b c a b c
a b c

b c a c a b bc ac ab
abc abc

                    
     

    
  

当且仅当 a b c  时等号成立.

5.提示：假设
1 1 1(1 ) , (1 ) , (1 )
4 4 4

a b b c c a      都成立，

可得
1(1 ) (1 ) (1 )
64

a b b c c a     

而当 0 1a  时，得
10 (1 )
4

a a   ，同理
1 10 (1 ) ,0 (1 )
4 4

b b c c     

可得
1(1 ) (1 ) (1 )
64

a a b b c c      ，与假设矛盾，

可知 (1 ) , (1 ) , (1 )a b b c c a   中至少有一个不大于
1
4

.

6.提示：由 , , 0x y z  ，
2

2 2 2

4 2
y yx xy y x xy x       ，

2
2 2 2

4 2
z zy yz z y yz y       ，

上述两不等式相加，得 2 2 2 2x xy y y yz z x y z       

7.提示：构造函数 2 2
1 1 2 2( ) ( ) ( )f x a x b a x b   

2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2( ) 2( ) ( )a a x a b a b x b b     

由于对任意实数 x， ( ) 0f x  总成立，因此

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 24( ) 4( ) ( ) 0a b a b a a b b       

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )a a b b a b a b    

当且仅当 0ib  或 1 2

1 2

a a
b b
 时等号成立
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注：用比较法或向量法证明亦可.

【基础练习】

1. 提示：
1 1 1 1( ) ( ) ( )( )n n n n n na b a b ab a b a b        

当0 a b  或 0 b a  时，
1 1( )( ) 0n na b a b    ；

当 a b 时，
1 1( )( ) 0n na b a b   

所以
1 1n n n na b a b ab    ，当且仅当 a b 时等号成立.

2.提示：由 , 0x y  知， 2 2 3 3 3 32 , 2 , 2 2x y xy x y xy x y x y xy xy      

所以
2 2 3 3 3 3( )( )( ) 8x y x y x y x y    ，当且仅当 x y 时等号成立.

3.提示：由
2 2 2a b ab  得

2 2 2 ( )
2

a b a b   ，

同理可得
2 2 2 ( )

2
b c b c   ，

2 2 2 ( )
2

a c a c   ，

三式相加
2 2 2 2 2 2 2( )a b b c c a a b c        ，当且仅当 a b c  时等号成立.

4. 分析法证明：要证 1 4 2n n n    ，即证  1 2 1 4 2n n n n n      ，即证

 2 1 2 1n n n   ，即证   24 4 1 4 4 1n n n n    ，即证0 1 . 而0 1 显然成立，且以

上步骤均可逆推，所以原不等式成立.

5.提示：记
1 1,
2 2

x a y b    ，则
2 2 1 2x y a b     ，

由
2 2 2x y xy  ，可推得

2 2 22( ) ( )x y x y  

又 , 0x y  ，可得 2 22( ) 2 2 2x y x y     

当且仅当 x y ，即
1
2

a b  时等号成立.

6.提示：
2 4 2 23(1 ) (1 )a a a a     2 22( 1) ( 1) 0a a a    

所以
2 4 2 23(1 ) (1 )a a a a     ，当且仅当 1a  时等号成立.

7.提示：由已知， 0, 0, 0b c a c a b a b c        
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24( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0ab bc ca a b c b c a a c a b b a b c c              

所以
24( ) ( )ab bc ca a b c     .

8.提示：原不等式

2 2 2 2

2 2 2

2 2

25 1 0
4

25( ) 2 1 0
4

33 2 0
4

1( 8)( ) 0
4

x y x y xy

x y x y xy xy

x y xy

xy xy

     

      

   

   

由已知， , 0, 1x y x y   ，得 21 1( ) 8
4 4

xy x y    ，

所以
1( 8)( ) 0
4

xy xy   成立，即原不等式成立，当且仅当
1
2

x y  是等号成立.

9.提示：假设 (2 ) 1, (2 ) 1, (2 ) 1a b b c c a      都成立，

那么 (2 ) (2 ) (2 ) 1a b b c c a      ……(*)，

又 , , (0,2)a b c ，则0 (2 ) 1,0 (2 ) 1,0 (2 ) 1a a b b c c        

可得0 (2 ) (2 ) (2 ) 1a a b b c c       ，与(*)矛盾，可知原命题成立.

10.提示：设
1 1 1 1, , ( , )
2 2 2 2

a x b x x      ，

则
2

1 1 1 1 3
3 3 91 1
2 2 4

a b x x x
   

    
，其中 29 9(2, ]

4 4
x  ，则

2

3 4 3[ , )9 3 2
4

x



，

所以原不等式成立.

十二、函数的概念

【例题解析】

例 1、(1) ( 4, 2]x  ；(2) [ 1, 2]x  ；(3)      2, 1 1,1 1,2x     

例 2、 (1) 2f  ，
2( 1) 2 2f x x x   

例 3、(1)
3 1( )
2 2

f x x  ；(2)    2

1 2 2
2

f x x x
x

   


或 ；(3)   8 4
3 3

xf x
x

 

例 4、 B. 解释：AD 错，因为自变量需为非空数集，而变量 x不是实数. C 错，因为同样身
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高的同学可能有很多个.

例 5、0 或 1；例 6、2 个. 例 7、 (1)[ 3, 2] [2,3]   1 3(2)( , )
2 2

；例 8、 0,1

【基础练习】

1、 ( 1)
1
x x
x




；2、1；3、 2 1x  或 2 3x  ；4、 3 ；5、B ；6、 D

7、D；8、 (1) ( , 1) ( 1,3]   ；(2) ( ,0) ；9、
2 1( )
3 7
xf x
x





；

10、(1) -4，11；(2) a=1 或-2；(3) ( , 2) (0,1)  

十三、函数关系的建立

【例题解析】

例 1、 2( ) 2 ( ) ,0s x x a b x ab x b     

例 2、解析：设该商品的利润为 y元，售价为 x元

由题意得： )]50(50[)40(  xxy ，

即 900)70(4000140)100()40( 22  xxxxxy

∴当商品的售价为 70 元时，商品的利润最大为 900 元。

例 3、解析： 由已知 y1= x
20

；y2=0 8x(x 为仓库与车站距离)，

费用之和 y=y1+y2=0 8x+
x

20
≥2

x
x 208.0  =8，

当且仅当 0 8x=
x

20
即 x=5 时“=”成立。

例 4、B

例 5. (1)硬土 480，软土 320，全队工期 480；(2)硬土 300 人，软土 200 人

例 6、(1)1500 3% 3000 10% 1000 20% 545      (元)

(2)每月工资

100 3500,0 45
3

10 4550,45 345
5 6275,345 400

m m

y m m
m m

   


   
   


，单位：元.

http://www.xjktyg.com/wxc/
http://www.xjktyg.com/wxc/
http://www.xjktyg.com/wxc/
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【基础练习】

1、解：设底面的另一边长为 z(m)，则根据题意有 6xz=8000,z=
x3

4000

池壁造价为 a·(2x+2z)·6=12a(x+
x3

4000
)

池底造价为 2a·
3

8000
6

8000
 a

所以，总造价：y=［12a(x+
x3

4000
)+

3
8000

a］(元)

2、（1）  2 *2 40 98y x x x N     ；（2）3年后；

（3）方案 I：
9840 2 12y x

x x
     
 

，使用 7 年后，年平均盈利额达到最大值，工厂共

获利 114 万元；方案 II：  22 10 102y x    ，使用 10 年后，总盈利额达到最大值，工

厂共获利 114 万元。由于盈利额达到的最大值相同，而方案 I 所用的时间较短，故方案 I 较

为合理。

十四、函数的奇偶性

【例题解析】

例 1．(1) 奇函数，证明略；(2) 非奇非偶函数，证明略；(3) 奇函数；

(4) 既是奇函数又是偶函数

例 2. 解：当 x＞0 时，－ x＜0，于是
2 21 1( ) ( ) 1 ( 1) ( )

2 2
g x x x g x         

当 x＜0 时，－ x＞0，于是
2 2 21 1 1( ) ( ) 1 1 ( 1) ( )

2 2 2
g x x x x g x           

综上可知， ( )g x 是奇函数．

例 3. 解：∵
2( ) ( 2) ( 1) 3f x m x m x     是偶函数，∴ ( ) ( )f x f x  恒成立，

即
2( 2)( ) ( 1)( ) 3m x m x       2( 2) ( 1) 3m x m x    恒成立，

∴ 2( 1) 0m x  恒成立，∴ 1 0m  ，即 1m  ．

例 4.奇函数

例 5. 【解】方法一：由题意得
5 3( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 8f a b        ①
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5 3(2) 2 2 2 8f a b      ② ①＋②得 ( 2) (2) 16f f   

∵ ( 2) 10f   ，∴ (2) 26f  

方法二：构造函数 ( ) ( ) 8g x f x  ，则
5 3( )g x x ax bx   一定是奇函数，又∵ ( 2) 10f  

∴ ( 2) 18g   因此 (2) 18g   所以 (2) 8 18f    ，即 (2) 26f   ．

例 6.【解】真命题. 构造      
2

f x f x
g x

 
 为偶函数，      

2
f x f x

h x
 

 为奇函

数，显然      f x g x h x  得证.

例 7.【证明】令 x＝y＝0，有 f（0）＋f（0）＝2f（0）·f（0），又 f（0）≠0，∴可证 f

（0）＝1．令 x＝0，

∴f（y）＋f（－y）＝2f（0）·f（y） f（－y）＝f（y），故 f（x）为偶函数．

例 8.【证明】定义域D R 关于原点对称.

任取 x D ，都有         f g x f g x f g x    ，所以   f g x 是偶函数，得证.

【基础练习】

1． A；2． 4a b  ；3． D；4．－26．5． D．6．奇函数．

7.
1

1)
1

1
1

1(
2
1)( 2 








xxx

xf ．8．0；9.      2, 1 0,1 2,3   

10. 解析：由 x1，x2R 且不为 0 的任意性，令 x1＝x2＝1代入可证，

f（1）＝2f（1），∴f（1）＝0．

又令 x1＝x2＝－1，

∴f［－1×（－1）］＝2f（1）＝0，

∴（－1）＝0．又令 x1＝－1，x2＝x，

∴f（－x）＝f（－1）＋f（x）＝0＋f（x）＝f（x），即 f（x）为偶函数．

十五、函数的单调性

【例题解析】

例 1. (1) ( ,0) 和 (0, ) 上单调递增

(2)当 0,a  ( , ]a  和[ , )a  上单调递增；[ ,0)a 和 (0, ]a 上单调递减。

当 0,a  R上单调递增。 当 0,a  ( ,0) 和 (0, ) 上单调递增。
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例 2.证明：单调递增。函数定义域D R 。对任意的 2 1x x R 

3 3
2 1 2 1

2 2
2 1 2 2 1 1

2 2 2
2 1 2 2 1 1 1

2 2
2 1 2 1 1

( ) ( )

( )( )
1 3( )[( ) ]
4 4

1 3( )[( ) ]
2 4

f x f x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

  

   

    

   

2 1

2 2
2 1 2 1 1

1 30;( ) 0 0
2 4

x x

x x x x x



   



与 均大于等于 且不全为

2 1

2 1

( ) ( ) 0
( ) ( )
( )

f x f x
f x f x
f x

  

 

 在定义域上单调递增

练 习 ： 解 ： 任 取 x1 ， x2 ∈ (1 ， ＋ ∞) ， 且 x1<x2 ， 则

     
   

1 21 2
1 2

1 2 1 2

22 2
1 1 1 1

x xx xg x g x
x x x x

 
   

   
，由于 1<x1<x2，所以 x1－x2<0，(x1－1)(x2

－1)>0，因此 g(x1)－g(x2)<0，即 g(x1)<g(x2)．故 g(x)在(1，＋∞)上是增函数．

例 3. 解： ( , 2)  和 ( 2,1) 上为 (1, 4) 和 (4, ) 上为

例 4. (1)当 0a  时，定义域关于原点对称，且任取 x D ，均有    f x f x  ，

所以  f x 为偶函数；当 0a  时，    f a f a   ，所以  f x 为非奇非偶函数.

(2)任取 2 1 2x x  ，      2 1 2 1 2 1
1 2

0af x f x x x x x
x x

 
      

 

所以 2 1
1 2

0ax x
x x

   ，即  1 2 1 2a x x x x  对于任意的 2 1 2x x  恒成立.所以 16a  .

练习：1.  1, ；2.答案：
10,
3

 
 

例 5. B ； 练习：
1[ 1, )
2

m 

例 6. (1)单调递减. 任取 2 1 0x x  ，取 2 1,x x y x  ，则有    2
2 1

1

xf f x f x
x

 
  

 
.

因为 2 1 0x x  ，所以 2

1

1x
x
 ，所以 2

1

0xf
x

 
 

 
，可得：    2 1 0f x f x  ，即
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   2 1f x f x 所以，  f x 在  0, 上单调递减. (2)    0,1 4,5

【基础练习】

1. D； 2．C；3．C；4．A；5. C ；6．[0，3
2

]；7．③．

8．(1)证明：当 x∈(0，＋∞)时，f(x)＝a－1
x
，设 0<x1<x2，则 x1x2>0，x2－x1>0.

f(x1)－f(x2)＝(a－1
x1

)－(a－1
x2

)＝1
x2
－

1
x1
＝
x1－x2

x1x2
<0.

∴f(x1)<f(x2)，即 f(x)在(0，＋∞)上是增函数．

(2)解：由题意 a－1
x
<2x在(1，＋∞)上恒成立，∴

12a x
x

  对  1,x   恒成立

∵
12y x
x

  在  1, 上单调递增 ∴a的取值范围为(－∞，3]．

9．设 f(x)的最小值为 g(a)，则只需 g(a)≥0，由题意知，f(x)的对称轴为－
a
2

.

(1)当－
a
2
<－2，即 a>4 时，g(a)＝f(－2)＝7－3a≥0，得 a≤7

3
.

又 a>4，故此时的 a不存在．

(2)当－
a
2
∈[－2,2]，即－4≤a≤4 时，g(a)＝f(－a

2
)＝3－a－a2

4
≥0 得－6≤a≤2.

又－4≤a≤4，故－4≤a≤2.

(3)当－
a
2
>2，即 a<－4 时，g(a)＝f(2)＝7＋a≥0 得 a≥－7.

又 a<－4，故－7≤a<－4.

综上得所求 a的取值范围是－7≤a≤2.

10. (1)任取 x1，x2∈[－1,1]，且 x1<x2，则－x2∈[－1,1]，∵f(x)为奇函数，

∴            
   1 2

1 2 1 2 1 2
1 2

f x f x
f x f x f x f x x x

x x
 

     
 

由已知得
   

 
1 2

1 2

0
f x f x
x x

 


 
，x1－x2<0，

∴f(x1)－f(x2)<0，即 f(x1)<f(x2)．∴f(x)在[－1,1]上单调递增．

(2)∵f(x)在[－1,1]上单调递增，
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∴

1 1
2 1

11 1
2

11 1
1

x
x

x

x

   
   

   

∴－
3
2

≤x<－1.

(3)∵f(1)＝1，f(x)在[－1,1]上单调递增． ∴在[－1,1]上，f(x)≤1.

问题转化为 m2－2am＋1≥1，即 m2－2am≥0，对 a∈[－1,1]成立．

下面来求 m的取值范围．

设 g(a)＝－2m·a＋m2≥0.

①若 m＝0，则 g(a)＝0≥0，自然对 a∈[－1,1]恒成立．

②若 m≠0，则 g(a)为 a的一次函数，若 g(a)≥0，对 a∈[－1,1]恒成立，必须 g(－1)≥0，

且 g(1)≥0， ∴m≤－2，或 m≥2. ∴m的取值范围是 m＝0 或|m|≥2.
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