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第 1 讲：初中平面向量衔接

[知识概要]

1.向量及其概念

向量是既有大小又有方向的量，记作 AB


，向量的大小也叫是向量的模记作| |AB


，向量的模

是非负实数，可以比较大小，而向量不能比较大小.

2.两个特殊的向量

零向量0

是模为 0 的向量，它的方向是任意的，一般规定所以的零向量均相等；而单位向量e


是

模为一个单位的向量，单位向量方向不确定。注意0

与实数0是不同的，单位向量e


与实数 1 是不

同的.

3.向量间的关系

(1)共线(平行)向量： //a b
 

a

与b

方向相同或相反，注意0// a

 
.

(2)相等向量： | | | |a b a b  
   

且方向相同.

(3)相等向量一定共线，但共线向量不一定相等；平行向量与共线向量是一回事，没有区别。表示平

行(或共线)向量的有向线段可以在一条直线上，也可以平行；而直线平行与共线是不同的，两条直线

平行就一定不共线.

4.向量的线性运算

(1)向量的线性运算包加法、减法与数乘三种运算，它们运算的结果仍然是向量；向量的加法与实数

的加法类似，满足交换律、结合律与分配律.

(2)向量加法遵循平行四边形法则或三角形法则，同时多边形法则也成立，即

1 1 2 2 3 1n n nOA A A A A A A OA    
    



(3)向量的减法： AB OB OA 
  

，注意顺序不要错

5.共线问题

(1)证明向量 //a b
 

: / /a b a b 
   

.

(2)证明点共线： //AB BC AB BC  
   

A、B、C三点共线.
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[典型例题]

1.以下说法错误的是( )

A．零向量与任一非零向量平行 B.零向量与单位向量的模不相等

C.平行向量方向相同 D.平行向量一定是共线向量

2.如图，在正六边形 ABCDEF 中，点 O 为其中心，则下列判断错误的是( )

A． AB OC
 

；B． AB


∥DE


；C． AD BE
 

；D. AD FC
 

.

3.如图，D，E，F 分别是ABC 的边 AB，BC，CA 的中点，则( )

A． 0AD BE CF  
   

； B． 0BD CF DF  
   

；

C． 0AD CE CF  
   

； D． 0BD BE FC  
   

.

4.下列命题正确的个数是( )

① 0AB BA 
  

； ②0 0AB 
 

； ③ AB AC BC 
  

； ④0 0AB 


.

A、1 B、2 C、3 D、4

5.点D是 ABC 的边 AB上的中点，则向量CD 


( )

A．
1
2

BC BA 
 

；B．
1
2

BC BA 
 

；C．
1
2

BC BA
 

；D．
1
2

BC BA
 

.

7.若 2AC BC 
 

，则 ____AB AC
 

.

8.已知O、A、B是平面上的三个点，直线 AB上有一点C，满足2 0AC CB 
  

，若OA a
 

，

OB b
 

，用a

与b

表示向量OC


，则OC 


______________. .

9.已知向量 ,a b
 

不共线，且 ka b
 

与a kb
 

共线，则实数 k  ____________. .

10.已知平面内不共线的四点 O,A,B,C,满足
2 1
3 3

OB OA OC 
  

，则 :AB BC 
 

____________.

11.已知 ABC 和点M 满足 0MA MB MC  
   

，若存在实数 m 使得 AB AC mAM 
  

�

E

�

D

�

C

�

B

�

A

�

F

�

O
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F

E O

D

A

C

B

A

B·

·

成立，则实数m =____________.

12.在平行四边形 ABCD中，E和F 分别是边CD和BC的中点，或 AC AE AF  
  

，

其中 , R  ，则   ____________.

13.在平行四边形 ABCD中， AC 与 BD交于点O E， 是线段

OD 的中点， AE 的延长线与CD 交于点 F ．若 AC a
 

，

BD b
 

，用a

与b

表示 AF



14.如图的方格纸由若干个边长为 1 的小方形并在一起组成，方格纸

中有两个定点 A、B，点 C 为小正方形的顶点，且 5AC 


.

(1)画出所有的向量 AC


；(2)求 BC


的最大值与最小值.

15.已知 1e


， 2e


是两个不共线的向量，

(1)若 1 22 8AB e e 
  

， 1 23CB e e 
  

， 1 22CD e e 
  

，求证： A、B、D三点共线；

(2)若 1 2ke e
 

与 1 24e ke
 

共线，求实数k的值.
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【随堂练习】

1.下列命题：

①向量 AB的长度与 BA的长度相等；

②向量 a 与向量 b 平行，则 a 与 b 的方向相同或相反；

③两个有共同起点的单位向量，其终点必相同；

④向量 AB与向量CD是共线向量，则 A、B、C、D 必在同一直线上.

其中真命题的序号是 .

2. 下列各式：

①|a|＝ aa  ；

②(a  b)  c＝a  (b  c)；

③OA－OB＝ BA；

④在任意四边形 ABCD 中，M为 AD 的中点，N 为 BC 的中点，则 AB＋DC＝2MN ；

⑤a＝(cos α，sin α)，b＝(cos β，sin β)，且 a 与 b 不共线，则(a＋b)⊥(a－b).

其中正确的个数为( )

A.1 B.2 C.3 D.4

3.如图，ABCD 是平行四边形，AC、BD交于点O，点M在线段DO上，且

DM = DO
3
1

，点N在线段OC上,且ON = OC
3
1

,设 AB =a, AD =b,试用 a、b

表示 AM ， AN，MN .

4. O 是平面α上一点，A、B、C 是平面α上不共线的三点，平面α内的动点 P 满足OP＝OA＋λ( AB＋

AC )，若λ＝1

2
时，则 PA  ( PB＋ PC )的值为 .



华询教育

6

5.设两个非零向量 a 与 b 不共线.

(1)若 AB＝a＋b， BC ＝2a＋8b， CD＝3(a－b)，

求证：A，B，D三点共线；

(2)试确定实数 k，使 ka＋b 和 a＋kb 共线.

6.已知 O 是正三角形 BAC 内部一点，OA +2OB +3OC =0，则△OAC 的面积与△OAB

的面积之比是（ ）

A.
3

2
B.
2

3

C.2 D.
1

3
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第 2 讲：向量的坐标及其表示

[知识概要]

1.平面向量坐标的概念

若分别取与 x轴、 y 轴方向相同的两个单位向量 ,i j
 

作为基底，则 a xi y j 
  

，我们把有序实

数对 ( , )x y 称为向量a

的坐标，记作 ( , )a x y


.

一般地，对于向量a

，当它的起点移至原点 O 时，其终点的坐标为  yx, 称为向量a


的坐标，记

作 ( , )a x y


.

2.一个向量的坐标等于该向量终点的坐标减去起点的坐标，即 1 1( , )A x y , ),( 22 yxB ，则

),( 1212 yyxxAB  .

3.平面向量的坐标运算，已知向量  1 1,a x y


,  2 2,b x y


和实数，那么  1 2 1 2,a b x x y y   
 

，

 1 2 1 2,a b x x y y   
 

,  1 1,a x y  


.

[典型例题]

1.已知 (3, 2)a 


， (0, 1)b  


，则 2 4a b 
 

等于( )

A． )8,6(  B． )6,3(  C． )8,6( D． )8,6( 

2.已知平面向量 )2,1(a , ),( nmb  ,且 2 ba  ，则 ba 32  等于( )

A． )4,2(  B． )6,3(  C． )10,5(  D． )8,4( 

3.已知 (2,3)a 


， ( 1, 2)b  


，若 ka b
 

与 a kb
 

平行，则 k 等于( )

A. 1 B. -1 C.1 或-1 D.2

4.已知 a＝(1,2)，b＝(x,1)，若(a＋2b)∥(2a－b)，则 x 的值是( )

A．2 ； B．1； C.1
2
； D．－

1
2

.

5.已知a


=(5，－2)，b


=(－4，－3)， c


=(x，y)，且 2 3 0a b c  
   

，则 c

等于( )

A.
－2，7

3 ； B.
2，7

3 ； C.
2，－

7
3 ； D.

－2，－
7
3 .

6.已知 a＞0，若平面内三点 A(1，－a)，B(2，a2)，C(3，a3)共线，则 a＝( )
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A．0；B．1－ 2；C．1＋ 2；D.1＋ 2
2

.

7.若 a


,b

是不共线的两个向量，且AB→

＝λ1a＋b，AC→
＝a＋λ2b,(λ1，λ2∈R)，则 A、B、C 三点共线的

条件为____________.

8.设 a

＝(3

2
，sinα)，b


＝(cosα，1

3
)，且a


∥b

，则锐角α为____________.

9.在平行四边形 ABCD 中，AD→
＝(－6，－7)，AB→

＝(2，－3)，若平行四边形 ABCD 的对称中心为 E，

则CE→ =____________.

10.已知 )2,5(a ， )2,7( a ，则 4 3a b
 

的坐标为____________.

11.已知：点 A（2，3）、B（5，4）、C（7，10），若 AP AB AC 
  

(λ∈R) ，则λ=_____时，点 P

在一、三象限角平分线上.

12.已知 (2, 4)a  


， ( 1,3)b  


， (6,5)c 


， 2p a b c  
   

，则以 a


, b

为基底, p


=____________.

13.若向量  23, 3 4a x x x   


与 AB


相等，其中 A(1，2)，B(3，2)，则 x  .

14.已知  3 4 , 2a x y x y   


，
162 3 1, 3 3
9

b x y x y       
 


，若 2 3a b

 
，试求 x与 y的值.

15.已知点 M(1,0)，N(0,1)，P(2,1)，Q(1，y)，且MN→
∥PQ→

，求 y 的值，并求出向量PQ→
的坐标.

16.已知 A、B、C 三点的坐标分别为(－1,0),(3,-1),(1,2)，并且AE→
＝

1
3
AC→

，BF→
＝

1
3
BC→

，求证：EF→
∥AB→ .

17.在直角坐标系 xOy 中，向量 a，b，c 的方向如图所示，且| a


|

＝2，|b


|＝3，| c


|＝4，分别计算出它们的坐标.
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【课后作业】

1、已知向量 (1,0), (0,1), ( ),a b c ka b k R d a b       ，如果 //c d 那么（ ）

A． 1k  且 c与d同向 B． 1k  且 c与d反向

C． 1k   且 c与 d同向 D． 1k   且 c与 d反向

2、已知向量  1 1a 


， ，  2b x


， 若 a b
 

与 4 2b a
 

平行，则实数 x的值是（ ）

A．-2 B．0 C．1 D．2

3、若向量 a

=（1，1），b


=（-1,1）， c


=（4，2），则 c


= ( )

A.3 a

+b


B. 3 a

-b


C.- a

+3b


D. a

+3b


4、已知  1 2a 


， ，  3 2b  


， ，当 ka b
 

与 3a b
 

平行，k为何值（ ）

A.
1
4

B.－
1
4

C.－
3
1

D.
3
1

5、已知向量 a

= (1 sin ,1) ，b


=

1( ,1 sin )
2

 ，若 a

//b

，则锐角 等于（ ）

A．30 B． 45 C．60 D．75

6、设向量 (2, 3)AB 


，且点 A的坐标为 (1, 2) ，则点 B的坐标为 ．

7、若 (2, 1)a 


， ( 3, 4)b  


则 3 4a b
 

的坐标为_________．

8、设平面向量    3,5 , 2,1a b  
 

，则 2a b 
 

_________．

9、已知向量 (3,1)a 


， (1,3)b 


， ( ,7)c k


，若 ( )a c
 

∥b

，则 k = ．

10、若平面向量 a

,b

满足 1a b 

 
， a b
 

平行于 x轴，  2 1b  


， ，则 a

= ．

11、已知向量 (1 sin )a 


， ， (1 3 cos )b 


， ，则 a b
 

的最大值为 ．

12、已知 (1 0) (2 1)a b 
 

， ， ， ，

①求 3a b
 

；

②当 k为何实数时， ka b
 

与 3a b
 

平行，平行时它们是同向还是反向？

13、已知 A（—2,4）、B（3,—1）、C（—3,—4）且 CACM 3 , CBCN 2 ,求点 M、N 的坐标及向

量MN的坐标．
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第 3 讲：向量的数量积

[知识概要]

1.两个向量的夹角

已知两个非零向量 a 和 b(如图)，作OA→
＝a，OB→

＝b，则∠AOB＝θ(0°≤θ≤180°)叫做向量 a 与 b

的夹角，当θ＝0°时，a 与 b 同向；当θ＝180°时，a 与 b 反向；如果 a 与 b 的夹角是 90°，我们说 a

与 b 垂直，记作 a⊥b.

2.两个向量的数量积的定义

已知两个非零向量 a 与 b，它们的夹角为θ，则数量|a||b|cos θ叫做 a 与 b 的数量积(或内积)，记作

a·b，即 a·b＝|a||b|cos θ，规定零向量与任一向量的数量积为 0，即 0·a＝0.

3.向量数量积的几何意义

数量积 a·b 等于 a 的长度|a|与 b 在 a 的方向上的投影|b|cos θ的数量积．

4.向量数量积的性质，设 a、b 都是非零向量，e 是单位向量，θ为 a 与 b(或 e)的夹角．则

(1)e·a＝a·e＝|a|cos θ；(2)a⊥b⇔a·b＝0；

(3)当 a 与 b 同向时,a·b＝|a|·|b|；当 a 与 b 反向时,a·b＝－|a||b|，并且 a·a＝|a|2，或|a|＝ a·a；

(4)cos θ＝ a·b
|a||b|

；(5)|a·b|≤|a||b|.

5.向量数量积的运算律

(1)a·b＝b·a；(2)λa·b＝λ(a·b)＝a·(λb)；(3)(a＋b)·c＝a·c＋b·c.

6.平面向量数量积的坐标运算，设向量 a＝(x1，y1)，b＝(x2，y2)，向量 a 与 b 的夹角为θ

(1)a·b＝x1x2＋y1y2；(2)|a|＝ x21＋y21；

(3)cos<a,b>＝
x1x2＋y1y2

x21＋y21 x22＋y22
；(4)a⊥b⇔a·b＝0⇔x1x2＋y1y2＝0；

7.若 A(x1,y1),B(x2，y2)，则 | |AB


＝ (x1－x2)2＋(y1－y2)2(平面内两点间的距离公式).

[典型例题]

1.已知|a|＝3，|b|＝2，若 a·b＝－3，则 a 与 b 的夹角为( )．

A.π
3

B.π
4

C.2π
3

D.3π
4

.

2.若 a，b，c 为任意向量，m∈R，则下列等式不一定成立的是( )．

A．(a＋b)＋c＝a＋(b＋c) B．(a＋b)·c＝a·c＋b·c

C．m(a＋b)＝ma＋mb D．(a·b)·c＝a·(b·c)

3.若向量 a，b，c 满足 a∥b，且 a⊥c，则 c·(a＋2b)＝( )

A．4 B．3 C．2 D．0
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4.已知向量 a＝(1,2)，向量 b＝(x，－2)，且 a⊥(a－b)，则实数 x 等于( )．

A．9 B．4 C．0 D．－4

5.已知点  1,1A  .  1,2B .  2, 1C   .  3,4D ,则向量 AB


在 CD


方向上的投影为( )

A．
3 2

2
B．

3 15
2

C．
3 2

2
 D．

3 15
2



6.已知点    1,3 , 4, 1 ,A B AB


则与向量 同方向的单位向量为( )

A．
3 4
5 5

 
 
 

，- B．
4 3
5 5

 
 
 

，- C．
3 4
5 5

  
 

， D．
4 3
5 5

  
 

， .

7.已知|a|＝|b|＝2，(a＋2b)·(a－b)＝－2，则 a 与 b 的夹角为________.

8.已知向量 AB


与 AC


的夹角为 120 °,且
3AB 


,

2AC 


,若 AP AB AC 
  

,且 AP BC
 

,则

实数 的值为__________.

9.如图，在平行四边形 ABCD 中，AP⊥BD，垂足为 P，且 AP＝3，则

AP AC 
 
 ________.

10.已知向量    1,1 , 2,2m n    
 

,若    m n m n  
   

,则 = ____________.

11.已知平面内 A，B，C 三点在同一条直线上，OA→
＝(－2，m)，OB→

＝(n,1)，OC→
＝(5，－1)，且OA→

⊥

OB→
，则mn  ____________.

12.设 1e , 2e 为单位向量，且 1e , 2e 的夹角为
3


，若 1 2 13 , 2a e e b e  
 

，则向量a

在b

方向上的射影

为____________.

13.已知|a|＝4，|b|＝3，(2a－3b)·(2a＋b)＝61，

(1)求 a 与 b 的夹角θ；(2)求|a＋b|和|a－b|.
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14.已知向量 a＝(sin x,1),b＝
cos x，－

1
2 .

(1)当 a⊥b 时，求|a＋b|的值；(2)求函数 f(x)＝a·(b－a)的值域.

15.已知 f(x)＝a·b，其中 a＝(2cos x,－ 3sin 2x)，b＝(cos x,1)(x∈R).

(1)求 f(x)的周期和单调递减区间；

(2)在△ABC 中，角 A,B,C 的对边分别为 a,b,c,f(A)＝－1,a＝ 7, AB AC
 
 ＝3,求边长 b 和 c 的值(b>c).
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【随堂练习】

1、若 a

、b

、 c

为任意向量，m∈R，则下列等式不一定成立的是（ ）

A. ( a

＋b


)＋ c

＝ a

＋(b

＋ c


) B. ( a

＋b


)· c

＝ a


·c＋b


· c


C. m( a

＋b


)＝m a

＋mb


D. ( a


·b


)· c

＝ a


·(b


· c


)

2、设向量 a

＝（1，cosθ）与b


＝（－1， 2cosθ）垂直，则 cos2θ等于（ ）

A. 2
2

B. 1
2

C. 0 D. －1

3、设 x∈R ，向量 a

＝（x，1），b


＝（1，－2），且 a


⊥b


，则| a

＋b


|等于（ ）

A. 5 B. 10 C. 2 5 D. 10

4、如果 a


·b

＝ a


·c，且 a

≠0，那么（ ）

A. b

＝ c


B. b

＝λ c


C. b

⊥ c


D. b

， c

在 a

方向上的投影相等

5、已知| a


|＝1，|b


|＝6， a

·（b

－ a

）＝2，则向量 a


与向量b


的夹角是（ ）

A. π
6

B. π
4

C. π
3

D. π
2

6、已知| a


|＝1，|b


|＝2， a

与b

的夹角为 120°， a


＋b

＋ c

＝0，则 a


与 c

的夹角为（ ）

A. π
6

B. π
4

C. π
3

D. π
2

7、等边△ABC 的边长为 2，平面内一点 M 满足CM→
＝

1
3
CB→

＋
1
2
CA→

，则MA→ ·MB→
等于（ ）

A. 13
9

B. －
13
9

C. 8
9

D. －
8
9

8、已知 a

＝(－3，2)，b


＝(－1，0)，向量λ a


＋b

与 a

－2b

垂直，则实数λ的值___

9、已知向量 a

，b

满足（ a


＋2b

）·（ a


－b

）＝－6，且| a


|＝1，|b


|＝2，则 a


与b

的夹角为

10、已知 a

与b

为两个不共线的单位向量，k 为实数，若向量 a


＋b

与向量 k a


－b

垂直，则 k＝

11、已知向量 a

＝(sinθ，1)，b


＝(1，－cosθ)，θ∈(0，π)．且 a


⊥b

，则θ＝____．

12. 已知向量 a

、b

的夹角为 45°，且| a


|＝4，

1
2

a＋b
·(2 a

－3b


)＝12，则|b


|＝____；b

在 a

方向

上的投影等于__ __。

13、给定两个长度为 1 的平面向量OA


和OB


，它们的夹角为120o .如图所示，点 C 在以 O 为圆心的

圆弧 AB


上变动.若 ,OC xOA yOB 
  

其中 ,x y R ,则 x y 的最大值是________.
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第 4 讲：平面向量基本分解定理

[知识概要]

1.平面向量基本定理：如果 1e , 2e 是同一平面内的两个不共线向量，那么对于这一平面内的任一向

量 a，有且只有一对实数λ1,λ2，使 a =λ1 1e +λ2 2e .

(1)我们把不共线向量ｅ１、ｅ２叫做表示这一平面内所有向量的一组基底；

(2)基底不唯一，关键是不共线；

(3)由定理可将任一向量 a 在给出基底ｅ１,ｅ２的条件下进行分解；

(4)基底给定时，分解形式唯一，λ1,λ2是被 a , 1e , 2e 唯一确定的数量.

[典型例题]

1.设 1 2,e e
 

是同一平面内的两个向量，则有( )

A. 1 2,e e
 

一定平行；B. 1 2,e e
 

的模相等；

C.同一平面内的任一向量 a 都有 1 2 , ,a e e R     
  

；

D.若 1 2,e e
 

不共线，则同一平面内的任一向量a

都有 1 2 , ,a e e R     

  
.

2.已知向量 a = e1-2e2,b =2e1+e2，其中 e1,e2不共线，则 a+b 与 c=6e1-2e2的关系( )

A.不共线 B.共线 C.相等 D.无法确定

3.已知向量 e1、e2不共线，实数 x、y 满足(3x-4y)e1+(2x-3y)e2=6e1+3e2，则 x-y 的值等于( )

A.3 B.-3 C.0 D.2

4.在平行四边形 ABCD 中，AC 与 BD 交于点 O，E 是线段 OD 的中点，AE 的延长线与 CD 交于点 F.

若AC→
＝a，BD→

＝b，则AF→
＝( )

A.1
4

a＋1
2

b B.2
3

a＋1
3

b； C.1
2

a＋1
4

b D.1
3

a＋2
3

b

5.在四边形 ABCD 中，AB→
＝a＋2b，BC→

＝－4a－b，CD→
＝－5a－3b，其中 a、b 不共线，则四边形

ABCD 是( )

A．梯形 B．矩形 C．菱形 D．正方形
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6.设 D、E、F 分别是△ABC 的三边 BC、CA、AB 上的点，且DC→
＝2BD→

，CE→
＝2EA→

，AF→
＝2FB→

，则

AD→
＋BE→

＋CF→
与BC→ ( )A．反向平行；B．同向平行；C．互相垂直；D．既不平行也不垂直.

7.已知λ1＞0，λ2＞0，e1、e2 是一组基底，且 a =λ1e1+λ2e2，则 a 与 e1_____，a 与 e2_________(填共线

或不共线).

8.在▱ABCD 中，AB→
＝a，AD→

＝b，AM→
＝4MC→

，P 为 AD 的中点，则MP→
＝____________.

9.已知△ABC 中，点 D 在 BC 边上，且CD→
＝2DB→

，CD→
＝rAB→

＋sAC→
，则 r＋s 的值是____________.

10.设非零向量 a、b、c 满足|a|＝|b|＝|c|，a＋b＝c，则<a，b>=____________.

11.设 a、b 是不共线的两个非零向量，已知AB→
＝2a＋pb，BC→

＝a＋b，CD→
＝a－2b.若 A、B、D 三点

共线，则 p 的值为____________.

12.△ABC 中，点 D 在边 AB 上，CD 平分∠ACB，若 C B→＝a，C A→＝b，|a|＝1，|b|＝2，则 C D→＝_________.

13.如图，△ABC 中，AD＝DB，AE＝EC，CD 与 BE 交于 F，设AB→
＝a，AC→

＝b，AF→
＝xa＋yb，求 ,x y的值.

14.在▱ABCD 中，设边 AB、BC、CD 的中点分别为 E、F、G，设 DF 与 AG、EG 的交点分别为 H、

K，设AB→
＝a，BC→

＝b，试用 a、b 表示GK→
、AH→ .
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15.在△OAB 中，OC→
＝

1
4

OA→
，OD→

＝
1
2
OB→

，AD 与 BC 交于点 M，设OA→
＝a，

OB→
＝b，以 a、b 为基底表示OM→ .

【课后作业】

一、选择题：

1.已知点 (0,1), (3, 2)A B ，向量 ( 4, 3)AC   


，则向量 BC 


( )

A. ( 7, 4)  B. (7, 4) C. ( 1,4) D. (1, 4)

2.若  1,3MA  


，  1,7MB 


，则
1
2
AB 


( )

A.  0,5 B.  1,2 C.  0,10 D.  2,4

3.已知向量  2,4a 


，  1,1b  


，则 2a b 
 

（ ）

A.  5,7 B.  5,9 C.  3,7 D.  3,9

4.已知直角坐标系中点 ，向量 ， ，则点 的坐标为（ ）

A. B. C. D.

5.在 ABC 中，D为 AB边上一点，
1
2

AD DB
 

　，
2
3

CD CA CB 
  

，则 =（ ）

A． 13  B.
1
3

C.2 3 1 D.2

6. 已知平面向量 (1,2)a 


， ( 2, )a k 


，若 a

与b

共线，则 | 3 |a b 

 
( )

A．3 B．4 C． 5 D．5

7.已知向量 ( , ), ( 1,2)a x y b  
 

，且 (1,3)a b 
 

，则 | 2 |a b
 

等于（ ）

A．1 B．3 C．4 D．5
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8.点G为 ABC 的重心（三边中线的交点）．设 ,GB a GC b 
  

，则
1
2
AB


等于 （ ）

A.
3 1
2 2
a b


B.

1
2

a b


C. 2a b


D. 2a b


9.已知向量    2,3 , cos ,sina b   
 

，且 / /a b
 

，则 tan （ ）

A．
3
2

B．
3
2

 C．
2
3

D．
2
3



10.向量  1 , tan cos ,1 ,
3

a b    
 

 
， 且 / /a b

 
，则 cos

2
    
 

（ ）

A．
1
3

 B．
1
3

C．
2

3
 D．

2 2
3



11.在平行四边形 ABCD中，AC与BD交于点O E， 是线段OD的中点，AE的延长线与CD交于

点F ．若 AC 


a，BD 


b，则 AF 


（ ）

A.
1 1
4 2

a b B.
1 1
2 4

a b C.
2 1
3 3

a b D.
1 2
3 3

a b

12. ABC 中，点 E为 AB边的中点，点 F 为 AC边的中点， BF交CE于点G ，若

AG xAE yAF 
  

，则 x y 等于（ ）

A.
3
2

B.
4
3

C.1 D.
2
3
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第 5 讲：向量的应用

[典型例题]

1.已知两个非零向量 ,a b
 

满足 | | | |a b a b  
   

，则下面结论正确的是( )

A. / /a b
 

；B. a b
 

；C. | | | |a b
 

；D. a b a b  
   

.

2.若非零向量 ,a b
 

满足 | | | |a b
 

，且 (2 ) 0a b b  
  

，则 a

与b

的夹角为( )

A.
6


；B.
3


；C.
2
3


；D.
5
6


.

3.在 Rt ABC 中， 90 , 4C AC 
，则 AB AC

 
等于( )

A. -16；B. -8；C. 8；D. 16.

4.在 ABC 中，M 是 BC 的中点， 3, 10AM BC  ，则 AB AC 
 

____________.

5.已知向量 ,a b
 

夹角为
4


，且 | | 1,| 2 | 10a a b  
  

，则 | |b 


____________.

6.若向量 (1,1), (2,5), (3, )a b c x  
  

，满足条件 (8 ) 30a b c  
  

，则实数 x=____________.

7.已知 1 2,e e
 

是夹角为
2
3


的两个单位向量，有 1 2 1 22 ,a e e b ke e   
     

，若a b
 

，则实数 k 的值为.

8.已知两个单位向量 1 2,e e
 

的夹角为
3


，若向量 1 2 1 22 , 3 4a e e b e e   
     

，则a b 
 

____________.

9.在 ABC 中，M 是 BC 的中点， | | 1, 2AM AP PM 
  

，则 ( )PA PB PC  
  

____________.

10.已知向量 ,a b
 

满足 0,| | 1,| | 2a b a b   
   

，则 | 2 |a b 
 

________________.

11.若平面向量 ,a b
 

满足 | | 1,| | 1a b 
 

，且以向量 ,a b
 

为邻边的平行四边形的面积为
1
2
，则 ,a b

 
的夹

角的取值范围是____________.

12.已知 | | 4,| | 3, (2 3 ) (2 ) 61a b a b a b     
     

，则 | |a b 
 

____________.

13.已知 ,a b
 

是两个非零向量，且 | | | | | |a b a b  
   

，则a

与 a b
 

的夹角为____________.

14.已知 (cos ,sin ), (cos ,sin ),0a b          
 

,

(1)求证： a b
 

与 a b
 

互相垂直；(2)若 ka b
 

与a kb
 

的模相等，求  .
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15.已知平面向量
1 3( 3, 1), ( , )
2 2

a b  
 

，

(1)证明： a b
 

；

(2)若存在不同时为零的实数 k 和 t，使
2( 3) ,c a t b d ka tb     

     
，且 c d

 
，试求函数关系式

( )k f t .

16．如图， O 是△ABC 外任一点，若
1 ( )
3

OG OA OB OC  
   

，求证：G 是△ABC 重心（即三条边

上中线的交点）．

17．一只渔船在航行中遇险，发出求救警报，在遇险地西南方向 10mile 处有一只货船收到警报立即

侦察，发现遇险渔船沿南偏东 750，以 9mile/h 的速度向前航行，货船以 21mile/h 的速度前往营救，

并在最短时间内与渔船靠近，求货的位移。

750
A

B

C

东

北

450

http://www.7caiedu.cn/
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【随堂练习】

1．已知 A、B、C 为三个不共线的点，P为△ABC 所在平面内一点，若 ABPCPBPA  ，则点 P

与△ABC 的位置关系是 （ ）

A、点 P 在△ABC 内部 B、点 P 在△ABC 外部

C、点 P 在直线 AB 上 D、点 P 在 AC 边上

2．已知三点 A（1，2），B（4，1），C（0，-1）则△ABC 的形状为 （ ）

A、正三角形 B、钝角三角形 C、等腰直角三角形 D、等腰锐角三角形

3．当两人提起重量为|G|的旅行包时，夹角为，两人用力都为|F|，若|F|=|G|，则的值为（ ）

A、300 B、600 C、900 D、1200

4．某人顺风匀速行走速度大小为 a，方向与风速相同，此时风速大小为 v，则此人实际感到的风速

为 （ ）

A、v-a B、a-v C、v+a D、v
5．一艘船以 5km/h 的速度向垂直于对岸方向行驶，船的实际航行方向与水流方向成 300角，则水流

速度为 km/h。
6．两个粒子 a，b 从同一粒子源发射出来，在某一时刻，以粒子源为原点，它们的位移分别为 Sa=
（3，-4），Sb=（4，3），（1）此时粒子 b 相对于粒子 a 的位移 ；

（2）求 S 在 Sa方向上的投影 。

7．如图，点 P 是线段 AB 上的一点，且 AP︰PB=m︰ n，点 O 是直线 AB 外一点，设OA 


a，OB 


b，

试用 , , ,m n a b的运算式表示向量OP


．

8．如图，△ABC 中，D，E 分别是 BC，AC 的中点，设 AD 与 BE 相交于 G，求证：AG︰GD=BG︰GE=2
︰1．

�

G

�

E

�

D

�

C

�

B

�

A

http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
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第 6 讲：平面向量的综合提升与复习

1.已知|a|＝1，|b|＝ 2，若(a－b)⊥a，则向量 a 与 b 的夹角为________.

2.已知 A，B，C 是锐角△ABC 的三个内角，向量 p＝(－sin A,1)，q＝(1，cos B)，则 p 与 q 的夹角

是________(填锐角，钝角或直角).

3.已知向量 a，b 满足|a|＝1，|b|＝2，a 与 b 的夹角为 60°，则|a－b|＝________.

4.设 E、F 分别是 Rt△ABC 的斜边 BC 上的两个三等分点，已知 AB＝3，AC＝6，则AE→ ·AF→
＝________

5.在△ABC 中，已知 BC＝2，AB→ ·AC→
＝1，则△ABC 的面积 S△ABC 最大值是________．

6.已知 O 是△ABC 的内部一点，OA→
＋OB→

＋OC→
＝0，AB→ ·AC→

＝2，且∠BAC＝60°，则△OBC 的面积

为___________.

7.在平面直角坐标系 xOy 中，已知点 A(－1，－2)，B(2, 3)，C(－2，－1).

(1)求以线段 AB，AC 为邻边的平行四边形两条对角线的长；

(2)设实数 t 满足(AB→
－tOC→ )·OC→

＝0，求 t 的值.

8.已知平面向量 a＝( 3，－1)，b＝
1
2
，

3
2 .

(1)若存在实数 k 和 t，满足 x＝(t＋2)a＋(t2－t－5)b，y＝－ka＋4b，且 x⊥y，求出 k 关于 t 的关系式

k＝f(t)；

(2)根据(1)的结论，试求出函数 k＝f(t)在 t∈(－2,2 )上的最小值.

9.若等边三角形 ABC 的边长为 2 3，平面内一点 M 满足CM→
＝

1
6

CB→
＋

2
3

CA→
，则MA→ ·MB→

＝________.

10.已知向量 p 的模为 2，向量 q 的模为 1，p 与 q 的夹角为
π
4
，且 a＝3p＋2q，b＝p－q，则以 a，b

为邻边的平行四边形的长度较小的对角线长为____________.



华询教育

22

11、下列命题正确的是 （ ）

A、单位向量都相等

B、若 a与b

是共线向量，b


与 c是共线向量，则 a与 c是共线向量

C、 baba


 ，则 0ba


D、若 0a 与 0b 是单位向量，则 100 ba

12、下列命题中正确的是 （ ）

A、 ABOBOA  B、 0 BAAB C、 00


 AB D、 ADCDBCAB 

13、若向量 )1,1(a ， )1,1( b


， )2,1(c ，则 c等于 （ ）

A、 ba


2
3

2
1

 B、 ba


2
3

2
1

 C、 ba


2
1

2
3

 D、 ba


2
1

2
3



14、如图所示，D是 ABC 的边 AB上的中点，则向量CD等于 （ ）

A、 BC
2
1

 BA B、 BC
2
1

 BA

C、 BC
2
1

 BA D、 BC
2
1

 BA

15、已知向量 )6,5(a ， )5,6(b


，则 a与b


（ ）

A、垂直 B、不垂直也不平行 C、平行且同向 D、平行且反向

16、若 cba 
、、 为任意向量， Rm ，则下列等式不一定成立的是 （ ）

A、 )()( cbacba 
 B、 cbcacba 

 )(

C、 bmambam


 )( D、 )()( cbacba 


17、已知两个非零向量 a与b

， )6,3(ba


， )2,3(ba


，则

22 ba


 等于 （ ）

A、 3 B、 24 C、 21 D、12

18、若三点 )3,2(A ， ),3( aB ， ),4( bC 共线，则有 （ ）

A、 5,3  ba B、 01ba C、 32 ba D、 02  ba

19、在四边形 ABCD中， DCAB  ，且 0 BDAC ，则四边形 ABCD是 （ ）

A、矩形 B、菱形 C、直角梯形 D、等腰梯形

20、若 1a ， 2b


， bac


 ，且 ac 
 ，则 a与b


的夹角为 （ ）

A、 30 B、 60 C、 120 D、 150

A

B

D

C
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21、点 P在平面上做匀速直线运动，速度向量 )3,4( v （运动方向与 v相同，且每秒移动

的距离为 v 个单位），设开始时点 P的坐标为 )10,10( ，则 5 秒后点 P的坐标为 （ ）

A、 )4,2( B、 )25,30( C、 )5,10(  D、 )10,5( 

22、已知 1|| OA ， 3|| OB ， 0OBOA ，点C在 AOB 内，且
30AOC ，设

),( RnmOBnOAmOC  ，则
n
m

等于 （ ）

A、
3
1

B、3 C、
3
3

D、 3

23、已知平行四边形 ABCD中， )2,4(A ， )6,2(B , )8,5(C ，则D的坐标是 。

24、在平行四边形 ABCD中， aAB 
 ， bAD


 ， NCAN 3 ，M 为 BC的中点，则

MN （用 b、a

表示）。

25、在 ABC 中， 2AB ， 3AC ，D为边 BC的中点，则  BCAD 。

26、若向量 1a ， 2b


， 2ba


，则  ba


。

27、已知平面上三点 A、 B、C满足 3|| AB ， 4|| BC ， 5|| CA ，则 CABCBCAB 

ABCA 的值等于 。

28、 ABCRt 中，
90C ， 5AB ，则 CABCBCAB   ABCA 。

29、若 )3,2(a ， )7,4(b


，则 a在b

上的投影为 。

30、已知 )1,3(a ，b

是不平行于 x轴的单位向量，且 3ba


，则 b


。

31、已知 )2,2(a ， ),5( kb 


，若 5 ba


，则 k的取值范围是 。

32、已知 )2,1(a ， )1,2(b


，若单位向量 ),( yxc  与 a和b

的夹角相等，求 c

33、已知平面向量 ),1( xa  ， ),32( xxb 


， Rx ；

（1）若 ba


 ，求 x的值； （1）若 ba
 // ，求 ba


 。
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34、已知 3a ， 2b


，

（1）若 a与b

的夹角为

150 ，求 ba
 2 ；

（2）若 ba


 与 a垂直，求 a与b

的夹角大小。

35、已知 )1,cos2( xa  ， )2sin3,(cos xxb 


， Rx ， baxf


)( ；

（1）求函数 )(xf 的取值范围；

（2）若函数 xy 2sin2 图像按向量 ),( nmc  )
2

( 
m 平移后得到 )(xfy  的图像，

求实数m、 n的值。

35、已知向量 )sin,sin2(cos xxxa 


， )cos2,sin(cos xxxb 


，函数 baxf


)( ；

（1）求函数 )(xf 的单调递增区间；

（2）求函数 )(xf 的最大值及取得最大值时 x的集合。
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第 7 讲：阶段测试复习(平面向量)

1. 已知向量 )1,3(


a 与 )3,1( 


b ，则


 ba3 =________；


 ba3 的坐标为___________.

2. 已知向量 (1,3)a , ( 2,1) b , (3, 2)c .若向量 c 与向量 k a b共线,则实数 k  ________.

3. 已知平面向量 (1,2)a 


, ( 1,3)b  


,则 a

与b

夹角的余弦值为___________ .

4. 若 P（-1,1），A（2，-4），B（x，-9）三点共线，则 x=________________.

5.已知向量a与b的夹角为 60º,且|a|=1,|b| =2,那么 | a b |的值为________.

6. 若 6, 18AB AC AB AC
   

    ，，则△ABC的形状是____________..

7. 已知向量 a的模为 2,向量 e 为单位向量, )( eae  ,则向量 a与 e 的夹角大小为_____.

8. 已知 ba, 是非零向量且满足 aba  )( 2 , bab  )( 2 ,则 a与b的夹角是_ _______.

9. 已知正方形 ABCD 的边长为 1，若点E 是 AB 边上的动点，则 DCDE  的最大值为 ___

10. 若等腰梯形 ABCD中, / /AB CD , 3AB  , 2BC  , 45ABC   , AC BD
 

的值为__________.

11. 已知向量 )5,3(),2,( 


bxa ，


a与


b 的夹角为钝角，则 x的范围是_______.

12. 已知非零向量a,b满足|a|=|a+b|=1,a与b夹角为 120°,则向量b的模为________.

13. 在 ABC 中,M 为 AB的的三等分点, : 1:3,AM AB N 为 AC 的中点, BN 与

CM 交于点E , ,AB m AC n 
   

,则 AE 


______ ___________ ____.(用


nm, 表示)

14. 向量 bnamba  若),3,2(),2,1( 与 ba 2 共线 (其中 , , 0 mm n R n
n

 且 ）则 等于

________.

15. 在 ABC 中, 6BC  ,BC 边上的高为 2 ,则 

 ACAB 的最小值为________.

16. 在平面直角坐标系 xOy中 ,已知 )1,3( 


OA , )2,0(


OB 若 0


OBOC , 

 OBAC  ，则

实数 λ的值为 __________.

17. 点 G 是△ABC 的重心，


 aAB ，


 bBC ，则


BG =__________________.

18. 在四边形 ABCD中， AB DC
 

，且 AC


· BD


＝0，则四边形 ABCD的形状是____________.

19. 已知在 ABC 中, 3 BCAB , 4AC ,设O是 ABC 的内心,若 AO mAB nAC 
  

，

则 nm : _______.
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20. 如图, 在等腰三角形 中, 底边 , , ，

若 , 则 =_____.

21. 已知非零向量OP、OQ不共线，设 OQ
m
mOP

m
OM

11
1





 ，定义点集

}
||||

|{
FQ
FMFQ

FP
FMFPFA 




 . 若对于任意的 3m  ，当 1F ， 2F A 且不在直线PQ上时，

不等式 |||| 21 PQkFF  恒成立，则实数 k的最小值为_________________.

22. 已知 ABC 是边长为 4 的正三角形,D、P是 ABC 内部两点,且满足

1 1( ),
4 8

AD AB AC AP AD BC   
     

,则 APD 的面积为_________.

23. 已知向量 ,a b
 

的夹角为锐角，且满足
8| |
15

a 


、
4| |
15

b 


，

若对任意的  ( , ) ( , ) | | 1, 0x y x y xa yb xy   
 

，都有 | | 1x y  成立，

则a b
 

的最小值为 .

24. 如图, 是直线上三点, 是直线外一点 , 1 BCAB ,  90APB ,  30BPC ，

则 =________.

25. 已知O为△ABC的外心, ,120,2,2 0 BAC
a

ACaAB 若 ACABAO   ，

则   的最小值为__________.

300

A B C

P
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第 8 讲：矩阵的概念及矩阵的运算

[知识概要]

1.矩阵的定义

(1)有m n 个数 ( 1, 2,3, , ; 1, 2,3, , )ija i m j n   按一定的次序排成矩形表：

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




   


叫一个 m 行 n 列的矩阵，简称为m n 矩阵，读作 m 乘 n 矩阵.

(2)横的各排叫做矩阵的行，纵的各排叫做矩阵的列，数 ija 叫做矩阵的元素.

(3)通常用大写字母，例如 A 表示矩阵，也可记作 ( )ij m na  ，说明 A 是一个以 ija 为元素的 m 行 n 列矩

阵.

2.矩阵的相关概念

(1)同阶矩阵：如果两个矩阵 A、B，它们的行数和列数分别相同，那么矩阵 A 与 B 叫做同阶矩阵.

(2)相等矩阵：当矩阵 A 与 B 是同阶矩阵时，如果矩阵 A 中的每一个元素与 B 中相同位置的元素都

相等，那么 A 与 B 叫做相等的矩阵，记作 A B .

(3)n 阶方阵：一个矩阵的行数与列数均为 n，例如 3 阶方阵

3 4 1
2 5 6
8 3 2

 
 
 
 
 

..

(4)行矩阵：一个矩阵的行数为 1，例如 (3 5 2 4) .

(5)列矩阵：一个矩阵的列数为 1，例如

2
1
4
6

 
 
 
 
 
 

.

(6)零矩阵：一个矩阵中所有的元素都为零，例如 3 4

0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0


 
   
 
 

.

(7)单位矩阵：主对角线上的元素都为 1，其余元素都为 0 的 n 阶方阵，记作 I，例如 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
   
 
 

.

3.矩阵的加法、减法及性质
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(1)若 ( ) , ( )ij m n ij m nA a B b   都是m n 矩阵，则 ( ) ( )ij m n ij ij m nC c a b    称为矩阵 A 和 B 的和，

记作C A B  ，

即

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n
ij m n

m m mn

a a a
a a a

A a

a a a



 
 
  
 
 
 




   


，

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n
ij m n

m m mn

b b b
b b b

B b

b b b



 
 
  
 
 
 




   


，

则

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

C A B

a b a b a b

   
      
 
 

   




   


(2)矩阵的加法的运算规律

①交换律： A B B A   .

②结合律： ( ) ( )A B C A B C    

(3)负矩阵：对矩阵 ( )ij m nA a  ，称矩阵 ( )ij m nA a    为矩阵 A 的负矩阵，有 ( ) 0m nA A    .

(4)矩阵的差：把 ( )A B  记为 A B ，叫做两矩阵 A 和 B 的差，求矩阵差的运算叫做矩阵的减法.

*(5)注意，矩阵的加法和矩阵的减法只有在两矩阵的行数、列数都相同时才可以进行，并且两个矩阵

相加(减)归结为其对应元素相加(减).

4.数乘矩阵及其性质

(1)以实数 k乘矩阵 ( )ij m nA a  的每个元素所得的矩阵 ( )ij m nka  叫做数 k与矩阵A相乘的积，记作 kA，

即

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

( )

n n

n n
ij m n

m m mn m m mn

a a a ka ka ka
a a a ka ka ka

kA k a k

a a a ka ka ka



   
   
     
   
   
   

 
 

       
 

，叫做实数与矩阵的乘法.

(2)实数和矩阵的乘法的运算规律

① ( ) , , ,k l A kA lA k l R A M     .

② ( ) , , ,k A B kA kB k R A B M     .

③ ( ) ( ) , , ,k lA kl A k l R A M   .

5. 矩阵有关概念
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（1）已知方程组
1 1 1

2 2 2

a x b y c
a x b y c

 
  

，则它的系数矩阵为____________；增广矩阵为_________.

（2）利用矩阵解方程用到的三种矩阵变换分别为：__________；____________；__________.

[典型例题]

1. 若线性方程组的增广矩阵为 







211
321

，则该线性方程组的解是_________.

2. 关于 x、y 的线性方程组
1

3 2 3
mx y
mx my m
  

   
，则该线性方程组的增广矩阵是________.
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第 9 讲：二阶行列式与三阶行列式

[知识概要]

1. 二阶行列式：定义
a c

ad bc
b d

  ，把
a c
b d

叫做二阶行列式，其中横排叫做行，纵排叫做列，

四个数 , , ,a b c d 叫做这个二阶行列式的元素，算式 ad bc 叫做这个二阶行列式的展开式，其计

算结果叫做行列式的值，在
a c
b d

中，实线表示的对角线称之为主对角线，虚线表示的对角线称

之为副对角线，亦即二阶行列式的值等于主对角线上元素的乘积减去副对角线上的元素的乘积.

2. 二元线性方程组的行列式解法

(1) 二元线性方程组
1 1 1

2 2 2

,
( )

a x b y c
I

a x b y c
 

  
当 1 2 2 1 0a b a b  时，二元线性方程组有唯一解

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

,c b c bx
a b a b
a c a cy
a b a b

  
  
 

记
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

, ,x y

a b c b a c
D D D

a b c b a c
   ，

当 0D  时，方程组的唯一解可以写成

,x

y

Dx
D
D

y
D

 

 


这里行列式 D 是由方程组(I)中的未知数 ,x y的系数组成，称为方程组(I)的系数行列式；行列式 xD

和 yD 分别是用方程组(I)的常数项 1 2,c c 替换行列式D中x的系数 1 2,a a 或y的系数 1 2,b b 后得到的.

(2) 二元线性方程组(I)的解的判断：

0D  时，方程组有唯一解

,x

y

Dx
D
D

y
D

 

 


；

0x yD D D   时，方程组有无穷多组解；

2 20, 0x yD D D   时，方程组无解.

(3) 0D  是二元线性方程组(I)有唯一解的充要条件，把 D 叫做方程组解的判别式.
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3.三阶行列式

(1)
1 1 1

2 2 2 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

3 3 3

a b c
D a b c a b c a b c a b c a b c a b c a b c

a b c
       叫做三阶行列式，

1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,a b c a b c a b c 叫做三阶行列式的元素，

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c     叫做这个三阶行列式的展开式.

(2) 三阶行列式的对角线法则：先在行列式 D 的第 3 列右边顺次另写第 1 列和第 2 列，

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

a b c a b
a b c a b
a b c a b

，然后把每一条实线经过的 3 个元素的积的和，减去每一条虚线经过的 3 个元

素的积的和，就得到三阶行列式 D 的展开式.

4. 三元线性方程组的行列式解法

(1) 方程组

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

,
( ) ,

a x b y c z d
I a x b y c z d

a x b y c z d

  
   
   

系数行列式

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
D a b c

a b c
 ,

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x

d b c
D d b c

d b c
 ,

1 1 1

2 2 2

3 3 3

y

a d c
D a d c

a d c
 ,

1 1 1

2 2 2

3 3 3

z

a b d
D a b d

a b d
 ，

若 0D  时，则方程组(I)有唯一解

,

,

x

y

z

Dx
D
D

y
D
Dz
D

 

 

 


(2) 0D  时，方程组可能无解，可能有无穷多组解.

5. 三阶行列式的常用结论

顶点为 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )x y x y x y 的三角形面积公式为

1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1

x y
S x y

x y
 .

7.余子式和代数余子式

(1) 余子式：把三阶行列式某元素所在的行和列划去，将剩下的元素按原来的位置关系组成的二阶行

列式，叫做这个元素的余子式，
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例如

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
D a b c

a b c
 中元素 2a 的余子式是

1 1

3 3

b c
b c

.

(2) 代数余子式：如果三阶行列式中某元素所在的位置为第 i 行和第 j 列，那么这个元素的余子式乘

以 ( 1)i j 所得的式子，叫做这个元素的代数余子式，

例如三阶行列式

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
D a b c

a b c
 中的元素 2a 的代数余子式是

1 12 1
2

3 3

( 1)
b c

A
b c

  .

(3) 定理 1：三阶行列式 D 等于它的任意一行(或列)的所有元素分别和它们的代数余子式的乘积的和，

例如

1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3

a b c
D a b c a A b B c C

a b c
    .

(4) 定理 2：三阶行列式的某一行(或列)的元素和另一行(或列)对应元素的代数余子式的乘积之和等

于零，例如对于行列式

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
D a b c

a b c
 ，有 1 2 1 2 1 2 0a A b B c C   .

(5) 定理 3：三元齐次线性方程组

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0,
0,
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

  
   
   

有非零解的充要条件是它的系数行列式

0D  .

[典型例题]

1. 不解方程组，判别下列二元一次方程组解的情况。

（1）
6 9 7
4 6 2
x y
x y
 

  
（2）

 
 

4 2 1 5

3 2 3 2

x y

y x

  


  
（3）

5 4 2
1 2

7 3 1
1 2

x y

x y

    

  
  
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2. 解关于 ,x y的二元一次方程组，并对解的情况进行讨论
4 2mx y m

my m x
  

   
.

3. 若行列式 ,0
21
42 1


x

则 x ____________.

4. 解关于 x的不等式：

2lg 2 4
2lg 1 1 0

0 1 3

x
x �

5. 若 
642

531

222 cba 222222 CcBbAa  ，则 2C 化简后的最后结果等于_______.

6. 当 a为何值时，关于 x、y、z的方程组

1
2

3 (2 1) 3 6

ax y z
x ay z
x a y z

  
   
    

有唯一解.
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第 10 讲：数学归纳法及其应用

知识概要：

证明一个与正整数有关的命题关键步骤如下：

( I ) 证明当 n 取第一个值 0n 时结论正确；（归纳奠基）

( ii ) 假设当 n＝k (k∈ *N ，k≥ 0n ) 时结论正确, 证明当 n＝k＋1 时结论正确．（归纳递推）

完成这两个步骤后, 就可以断定命题对从 0n 开始的所有正整数 n 都正确，

这种证明方法叫做数学归纳法.

典型例题：

1.用数学归纳法证明 2 2 2 2 *( 1)(2 1)1 2 3 ,
6

n n nn n N 
      .

2.用数学归纳法证明
  

*1 1 1 1 ,
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1 2 1

n n N
n n n

     
     

 .

3.用数学归纳法证明：1 + a + a2 +…+an+1 =
21 , 1

1

na a
a





，在验证 n = 1 时，左端计算所得的项为( )

A．1；B．1 + a；C．1 + a + a2；D．1 + a + a2 + a3

4. 某个命题当 n = k (k∈N )时成立，可证得当 n = k+1 时也成立。

现在已知当 n = 5 时该命题不成立，那么可推得 ( )

A. n = 6 时该命题不成立； B. n = 6 时该命题成立；

C. n = 4 时该命题不成立； D. n = 4 时该命题成立.
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5.用数学归纳法证明等式
11 2 ( 1) 3 ( 2) 1 ( 1)( 2)
6

n n n n n n n              的过程中，由 n＝k 到 n

＝k＋1 左边增加的代数式为____________.

6. 数列 }{ na 中， nn anSa 2
1 ,1  ( )n N 

（1）求出 432 ,, aaa ；

（2）猜想出通项公式 )(nfan  ，并用数学归纳法加以证明。

课后练习：

1. 用数学归纳法证明等式“1＋2＋3＋…＋（ n＋3）＝
2

)4)(3(  nn
（n∈ N 

），

当 n＝1时，左边的式子应为 ．

2. 已知数列｛ na ｝的前 n项和 nS ＝2 n－ na ，则｛ na ｝的前四项依次为 _______ 、

______、 、 ，猜想 na ＝ ．

3. 用数学归纳法证明某个命题时，左式为 1－
2
1
＋

3
1
－

4
1
＋…＋

1
1
n

－
n
1
（ n为正偶数）从“n＝

2 k到n＝2 k＋2”，左边需增加的代数式是 ．

4. 用数学归纳法证明 1＋2＋3＋…＋（2n＋1）＝ )12)(1(  nn 时，从“n＝ k到 n＝ k＋1”，
左边需增添的代数式是 ．

5. 观察下列式子:1+ 22
1

＜
2
3
,1+ 22

1
+ 23

1
＜

3
5
,1+ 22

1
+ 23

1
+ 24

1
＜

4
7
,…,则可以猜想其结论为

6. 观察：1=1，1 4 (1 2)    ，1 4 9 1 2 3     ，1 4 9 16 (1 2 3 4)        ， ，

找出一般规律，表示出第 n个式子为_________________________________。

7. 数列 }{ na 中，
)1(

22,1 11 


  nn
naaa nn ( )n N 

（1）求出 432 ,, aaa ； （2）猜想出通项公式 )(nfan  ，并用数学归纳法加以证明。
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第 11 讲：数列的极限

知识概要：

1.数列的极限

(1)描述性定义：在项数无限增大的变化过程中，如果无穷数列{ }na 中的项 na 无限趋近于某个常数 A，

那么 A 叫做数列{ }na 的极限，或叫做数列{ }na 收敛于 A，记作 lim nn
a A


 ，读作 n 趋向于无穷大时，

na 的极限等于 A，由于 na 无限地趋近于 A，与 | |na A 无限地趋近于 0 的意义相同，所以 lim nn
a A


 ，

可表示为 lim | | 0nn
a A


  .

(2) N  定义：设{ }na 是一个数列，A 是一个确定的常数，若对任意给定的正数 ，总存在一个正

整数 N，使得当 n N 时，都有 | |na A   ，则称数列{ }na 的极限是 A，或者说数列{ }na 收敛于 A，

记作 lim nn
a A


 .

2.基本数列的极限： lim
n

C C


 ；
1lim 0

n n
 ； lim 0(| | 1)n

n
q q


  .

3.数列极限的运算法则，如果 lim , limn nn n
a A b B

 
 

(1) lim( ) lim limn n n nn n n
a b a b A B

  
     .

(2) lim( ) lim limn n n nn n n
a b a b A B

  
     .

(3)
lim

lim ( 0)
lim

nn n

n
n nn

aa A B
b b B






   .

4.无穷等比数列各项的和

把公比 q 满足 | | 1q  的无穷等比数列{ }na 的前 n 项和 1(1 )
1

n

n
a qS

q





，

当 n时的极限叫做无穷等比数列各项的和，并用符号 S 表示，

即 1lim (0 | | 1)
1nn

aS S q
q

   


.
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典型例题：

1. 求下列极限.

(1) )21( 2lim nnn




； (2)
n
n

n

23lim 


；

(3)
2

2

2
3 2lim

n

n n
n




； (4) 24

3

2
3lim nn

nn
n 





.

2. 已知 2lim ＝n
n

a


，
3
1lim 


n

n
b ，求下列极限.

(1) (2 3 1)lim n n
n

a b


  ； (2)
nn

nn

n ba
ba





lim .

3.计算：(1) )15( 2lim nn




； (2)
nn

nn
n 23

122
2

2

lim 




.

4. 若实数b满足 1| b | ，求
2 11 n

nn

b b blim
b





   
.
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5. （1） 若 0
3

1lim 2

3















ban

nn
n

n
，求 a，b （2）求 )1(

1
1lim 




a

a
a
n

n

n

（3）若
3
1

)1(3
3lim 1 

 nn

n

n a
，求 a 的取值范围

6. 下列命题中，正确的是

（1）若 Aba nnn



)(lim ，则 nn

a


lim ， nn
b


lim 必存在；

（2）若
22lim Aann




，则 Aann



lim ；

（3）若 nn
a


lim ， )(lim nnn

ba 


都存在，则 nn
b


lim 必存在；

（4）若 Aann



lim ， Bbnn




lim ，则
B
A

b
a

n

n

n



lim ；

（5）若 nn
a2lim


存在，则 nn

a


lim 也存在；

（6）若 nn
a


lim ， nn

a2lim


都存在是必相等。

7. 如图 P1是一块半径为 1 的半圆形纸板，在 P1的左下端剪去一个半径为
1
2
的半圆后得到图形 P2，

然后依次剪去一个更小半圆（其直径为前一个被剪掉半圆的半径）得图形 P3 ，P4 ，… ,Pn ,…,记纸板

Pn的周长、面积分别为 nL 、 nS ，

求（1） lim nn
L


； （2） lim nn

S


.

P4P3P2P1
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8. 在边长为 l 的等边△ABC 中,圆 O1 为△ABC 的内切圆,圆 O2 与圆 O1 外切,且与 AB、BC 相 切,…,

圆 On+1 与圆 On 外切,且与 AB、BC 相切,如此无限下去.记圆 On的面积为 an(n∈N*).

(1)证明｛an｝是等比数列；(2)求 lim
n

(a1+a2+…+an)的值.
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第 12 讲：无穷等比数列各项和

知识概要：

我们把 1q 的无穷等比数列前 n 项的和 nS 当 n 时的极限叫做无穷等比数列各项的和，

并用 S 表示，即
q

aSS nn 


 1
lim 1 ( 10  q )

典型例题：

1. 正方形 ABCD 的边长为 1，连接这个正方形各边的中点得到一个小

的正方形 1111 DCBA ；又连接这个小正方形各边的中点得到一个更小的

正方形 2222 DCBA ；如此无限继续下去，求所有这些正方形的面积的

和.

2. 在直角坐标系中，蚂蚁由原点出发沿 x 轴向右前进 1 个单位到 P1 ，接着向上前进
2
1
个单位到点

P2，再向左前进 22
1

个单位到点 P3，又向下前进 32
1

个单位到点 P4，以后的前进方向按向右、向上、

向左、向下的顺序，每次前进的距离为上一次前进距离的一半。这样无限下去，那么蚂蚁爬行的极

限位置将在何处？

 

A 

B C 

D 

A1 

B1 

C1 

D1 

B2 A2 

C2 D2 

B3 

A3 

C3 

D3 

P1

P5
P4

P3 P2

x

y

0
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3. （1）设无穷等比数列满足
3
8)(lim 12531   nn

aaaa  ，

求数列 na 的首项 1a 的取值范围

（2）等比数列 na 的首项为 1a ，且前 n 项和 nS 满足
5
2lim 

 nn
S ，求 1a 的取值范围

（3）等比数列 na 的首项为 1a ，且满足 )(3 321  aaa ，求 q 的取值范围

4. 数列  nb 中任意相邻两项 1, nn bb 是方程 0
3
12 







n

n xax 的两个根，其中
*Nn ，已知

21 b ，求 )(lim 321 nn
aaaa 



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第 13 讲 阶段性测试

一、填空题（每题 3 分，共 33 分）

1．已知等差数列 na 的公差为 2 ，若 1 1a  ，则数列 na 的前10项之和 10S 

2．已知平面向量    3,1 , , 3a b x  
 

，且 a b
 

，则 x  .

3．线性方程组
2 3 2 0
3 4 5 0
x y
x y
  

   
的增广矩阵为 .

4．已知 , ,a b a b 成等差数列， , ,a b ab成等比数列，则行列式
a a b
b ab


的值为 .

5．已知  1, 3a 


，则 a

的单位向量为 .

6．已知  4,3OA  


，  2,1OB 


，则向量OB


在OA


的方向上的投影为 .

7．行列式

2 1 0
1 3 5

1 5 2



的第1行第 2 列元素的代数余子式的值为 .

8．等比数列{ }na 的前 n项和为 nS ，已知 1S ， 32S ， 23S 成等差数列，则{ }na 的公比为 ．

9．无穷数列 na 满足： 1 3a  ，且对于任意的正整数 ,m n

都有 m n m na a a  ，则数列
1

na
 
 
 

的各项和为 ．

10．设 2,n na a  是方程
2

1 0n nx a x c   （
*n N ）的两根， 1 21, 3a a  ，则 1 2 2018c c c      的

值为 .

11．设n阶方阵

      2

1 3 5 2 1
2 1 2 3 2 5 4 1
4 1 4 3 4 5 6 1

2 1 1 2 1 3 2 1 5 2 1

n

n
n n n n
n n n nA

n n n n n n n

    
      
     
 

             
         

任取 nA 中的一个元素，记为 1x ；划去 1x 所在的行和列，将剩下的元素按原来的位置关系组成 1n 
阶方阵 1nA  ，任取 1nA  中的一个元素，记为 2x ；划去 2x 所在的行和列，…；将最后剩下的一个元

素记为 nx .记 1 2n nS x x x    ，则 3lim
1

n

n

S
n




.

二、选择题（每题 3 分，共 12 分）

12．“ na 既是等差数列又是等比数列”是“ na 是常数列”的 （ ）

A．充分非必要条件. B．必要不充分条件. C．充要条件. D．既不充分也不必要条件．

13. 在 ABC 中，若
2

BC AB BC CB CA BC BA     
      

，则 ABC 是 ( )

A.锐角三角形. B.直角三角形. C.钝角三角形. D.等边三角形.
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14．在函数  y f x 的图象上有点列 ,n nx y ，若数列 nx 是等差数列，数列 ny 是等比数列，

则函数  y f x 的解析式可能为 ( )

A．   2 1f x x  . B．   24f x x . C．   2logf x x . D．   3
4

x

f x    
 

.

15．已知O为平面上一定点， , ,A B C是平面上不共线的三个点，动点D在 BAC 的平分线所在直

线上.给出下列命题：①
AB ACOD OA
AB AC


 
   
 
 

  
  ；

②  sin sinOD OA AB B AC C  
   

；③
sin sin
AB ACOD OA
C B


 

   
 

  
；

④ sin sinAB ACOD OA C B
AB AC


 
   
 
 

  
  ，其中正确的个数是 （ ）

A.1 B. 2 C. 3 D. 4

三、解答题（本大题共计 55 分）

16．（本题 6 分）

已知向量  1, 3m  


，
1 3,
2 2

n
 

   
 


．求向量m


与 n

的夹角.

17．（本题 7 分）

已知 na 是等差数列，若矩阵  1 1A a ，矩阵 1

5 6

11
aB

a a

 
   
 
 

满足  6 10AB  ，

求数列 na 的通项公式．
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18．（本题 8 分）

在平面直角坐标系 xOy中，点      1,1 , 0,5 , 3,9A B C  .

（1）求以线段 AB、 AC为邻边的平行四边形两条对角线的长；

（2）设实数 t满足   / /AB tOC BC
  

，求 t的值.

19. （本题 10 分）

已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，且 na 是 nS 与2 的等差中项，

（1）计算 1 2 3, ,a a a ，并猜测{ }na 的通项公式 na ；

（2）用数学归纳法证明{ }na 的通项公式 na ．

20．（本题 12 分）

设 ABC 是锐角三角形， , ,a b c分别是内角 , ,A B C 所对边长，规定  ,f A B 满足：

 
sin sin sin

3
,

sin sin sin
3

A B B
f A B

B A B





   
 

   
 

.

（1）若  , 0f A B  ，求角 A的值；

（2）在（1）的条件下，若 12, 2 7AB AC a  
 

，求 ,b c的值.
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21．（本题 12 分）

对于函数   ,y f x x D  .若存在 1 2,x x D ，对任意的 x D ，都有      1 2f x f x f x  ，

则称函数  f x 为“Width 函数”，其中    2 1f x f x 称为函数  f x 在D上的“Width”.

（1）判断函数   25 4f x x x   ，   1
2

x

g x    
 

是否为“Width 函数”？

如果是，写出其“Width”；

（2）已知    1, 2 , 1, 2na x y b y    
 

( x Z ， n为正整数 ) ，且 a b
 

.记 y关于 x的函数的

“Width”为 nb ；

（3）在（2）的条件下，是否存在正数 t，使得 2 2 2
1 2 2

256 256 256 22log log log
n n n

t
b b b t 

     对一

切正整数n都成立？若存在，求出实数 t的取值范围；若不存在，请说明理由.



华询教育

46

第 14 讲 数列的递推和求和

一、填空题

1、在等差数列 }{ na 中， 0na ，当 2n 时， 01
2

1   nnn aaa ， nS 为 }{ na 的前 n项
和，若 4612 kS ，则 k __________

2、数列{ }na 满足 1 ( 1) 2 1n
n na a n     ，则{ }na 的前 60 项和等于

3、 设数列 }{ na ( n *N )是等差数列.若 2a 和 2012a 是方程 0384 2  xx 的两根，则数列 }{ na 的

前 2013 项的和 2013S ____________

4、等差数列 na 中， 6 7 8 12a a a   ，则该数列的前13项和 13S  .

5、若 nS 是等差数列 na 的前 n项和，且 8 6 10
8 6
S S

  ，则 2lim n

n

S
n



6、若数列 }{ na 中， 11 a ， nn aa 21  （
*Nn ），则数列









na
1

的各项和为

7、在等差数列 na 中， 1 3 5 2 4 69, 15,a a a a a a      则数列 na 的前 10 项的和等于____

8、在等差数列 na （ n N  ）中 ，已知公差 2d  ， 2007 2007a  ，则 2016a  _______

9、若数列 }{ na 中， 11 a ， 121  nn aa （ *Nn ），则数列







 na1
1

的各项

和为 .
10、设数列 na 满足当

2nan  （ *Nn ）成立时，总可以推出
2

1 )1(  nan 成立．下列四个命

题：

（1）若 93 a ，则 164 a ．

（2）若 103 a ，则 255 a ．

（3）若 255 a ，则 164 a ．

（4）若 2)1(  nan ，则 2
1 nan  ．

其中正确的命题是 ..（填写你认为正确的所有命题序号）

11、对一切实数 x，令 ][x 为不大于 x的最大整数，则函数 ][)( xxf  称为取整函数．若








10
nfan ，

*Nn ， nS 为数列 }{ na 的前 n项和，则 
2010

2009S
________

12、设等比数列 na 的前 n 项和为 nS ,若
1 2 3 64,a a a  且  2 1 3 5 2 -1=5 + + + +n nS a a a a ，

 n N  则 ______ .na 

二、选择题

13、等差数列 }{ na 中，已知 105 73 aa  ，且 01 a ，则数列 }{ na 前 n项和 nS （ *Nn ）中最小的

是（ ）

(A) 7S 或 8S (B) 12S (C) 13S (D) 14S

14、已知数列 sin
2n
na n 

  ，则 1 2 3 100a a a a     …………（ ）．

.A 48 ； .B 50 ； .C 52 ； .D 49
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15、数列 na 满足 1 2 1a a  ， 1 2
2cos ( )

3n n n
na a a n N 

     ，若数列 na 的前 n项和为 nS ，

则 2013S 的值为 [答] ( )

（A） 2013 （B） 671 （C） 671 （D） 671
2



16、已知函数 )(xf 是定义在 R上的单调增函数且为奇函数，数列 na 是等差数列， 01007 a ，则

)()()()()( 20132012321 afafafafaf   的值……（ ）．

A .恒为正数 .B 恒为负数 C .恒为 0 D .可正可负

三、解答题

17、已知数列 na 满足 )(233,2 *1
11 Nnaaa nn

nn  
 ．

（1）设 n

n
n

n
ab

3
2

 ，证明：数列 nb 为等差数列，并求数列 na 的通项公式；

（2）求数列 na 的前 n项和 nS ．

18、设数列 }{ na 的前 n项和为 nS ，已知 qpSS nn 1 （
*Nn ，p、q为常数）， 21 a ， 12 a ，

pqa 33  ．

（1）求 p、 q的值；

（2）求数列 }{ na 的通项公式；

19、已知各项均为正数的数列{an}的前 n项和 Sn满足 S1>1，且 236 2  nnn aaS (nN*)．

(1) 求{an}的通项公式；

(2) 设数列 nb 满足





为奇数

为偶数

n
na

b
na
n

n ,2
,

，Tn为数列{bn}的前 n项和，求 Tn；
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第 15 讲 数列与函数不等式

1、已知数列 na 的通项公式 2

2=
4 +5na n n

，则数列 na 的最大项是笫_______项

2、已知数列 na 是递增数列且
2=na n n ，则实数的取值范围是_______

3、若不等式     +11
1 3

+1

n
n a

n


   对任意自然数 n恒成立，则实数 a的取值范围是_______

4、若{ }na 为等比数列， 0na  ，且 2018
2

2
a  ，则

2017 2019

1 2
a a

 的最小值为 ．

5、已知数列 na 的通项公式
-1=l 100sin

4
n

na g  
 
 

，则前 n 项和最大项是笫_______项

6、设    4 7 3 +10=2+2 +2 + +2 nf n n N  ,则  =_______f n

7、 已知各项皆为正数的等比数列 na （ n N  ），满足 7 6 52a a a  ，若存在两项 ma 、 na 使得

14m na a a ，则
1 4
m n
 的最小值为

8、在由正整数构成的无穷数列 na 中，对任意的 1, ,n nn N a a
 都有 且对任意的 ,k N  数列

 na 中恰有 k k个 ，则 2016 ________ .a 

9、已知等差数列{ }na 的前 n项和为 nS ,若 1 2018OB a OA a OC 
  

，且 , ,A B C三点共线(该直线不过O
点),则 2018 _______S 

10、设函数   x

1=
3 + 3

f x ，利用课本推导等差数列前n项和公式的方法，可求得

               5 4 3 0 1 2 5 6 _____f f f f f f f f           

11、已知数列 na 的通项公式

-1 -13 3= -1
4 4

n n

na
    
         

，则数列 na 的最大项与最小项分别为

___________

12、已知数列 na 的通项公式 =
+1n
ana
bn

，其中 ,a b为正常数,则 1,n na a  的大小关系为______

13、已知 i

和 j

是互相垂直的单位向量，向量 na


满足： nai n  ， 12  naj n ，

 Nn ，

设 n 为 i

和 na


的夹角，则 （B）

A． n 随着 n的增大而增大； B． n 随着 n的增大而减小；

C．随着 n的增大， n 先增大后减小； D．随着n的增大， n 先减小后增大．

14、已知数列 na 的通项公式  79=
80n

na n N
n





，则数列 na 的前50项中最小项和最大项是

( )

  1 50,A a a   1 8,B a a   8 9,C a a   9 50,D a a
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15、已知方程    2 22 2 0x x m x x n     的四个根组成一个首项为
1
4
的等差数列.

则 m n 等于 ( )

 1A   3
4

B   1
2

C   3
8

D

16、已知正数数列 na 是公比不等于 1 的等比数列，且 0lglg 20191  aa ，若   21
2
x

xf


 ，则

       201921 afafaf  （ ）.

A．2018 B．4036
C．2019 D．4038

17、（本题满分10分，第1小题4分、第2小题6分)

已知数列 na 的前 n项的和
23 1

2 2nS n n  ，

（1）求 na 的通项公式 na ；

（2）当 2n 时， 


n
n a
a 1 恒成立，求的取值范围.

18、（本题满分 20 分，第 1 小题 4 分，第 2 小题 8 分，第 3 小题 8 分）

已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，且点  , nn S （
 Nn ）在函数 12 2xy   的图象上．

（1）求数列{ }na 的通项公式；

（2）设数列{ }nb 满足： 1 0b  ， 1n n nb b a   ，求{ }nb 的通项公式；

（3）在第（2）问的条件下，若对于任意的
 Nn ，不等式 1n nb b  恒成立，求实数的

取值范围．
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19、设数列 na 的前 n项和为 nS ，已知向量 cos sin ,1 ,
3 3
n na     

 



, cos sin ,
3 3n
n nb a     

 


 n N  满是 //a b

 
。（1）求数列 na 的通项公式

（2）求 30S ；(3) 设 ,n nb na 求数列 nb 的前 n项和 nT

2 2112222

20、20-22已知点（1，
3
1
）是函数 ,0()(  aaxf x 且 1a ）的图象上一点，等比数列 }{ na 的前 n项和

为 cnf )( ,数列 }{ nb )0( nb 的首项为 c，且前 n项和 nS 满足：

nS － 1nS = nS + 1n-S （ 2n  ）.

（1）求数列 }{ na 和 }{ nb 的通项公式；

（2）若数列{ }1

1nnbb
前 n项和为 nT ，问 nT >

2009
1000

的最小正整数 n是多少?w .w.
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第 16 讲 暑期总结复习

一、填空题

1．行列式
2 4 0
1 3 5

1 4 3




 

的第 2 行第 3 列元素的余子式的值为_________代数余子式为_______．

2．记等差数列 na 的前 n项和为 nS ，若 1 4
1 , 20
2

a S  ，则 6S  ____________．

3．
2 2018

2018 2017

1 2 3 2018lim
2 2017 2018n

n n n
n n n

   


   



____________．

4．规定矩阵 3A A A A   ，若矩阵

31 1 1
0 1 0 1

x   
   

   
，则 x的值是_____________．

5．已知等比数列  na 的首项为 1，公比为  0q q  ，它的前 n 项和为 nS ，且
1

n
n

n

ST
S 

 ，则

lim nn
T


=____________________．

6．用数学归纳法证明“当 n∈N*时，1＋2＋22＋23＋…＋25n-1是 31 的倍数”时，第二步中从 n=k 到
n=k＋1时需增添的项是 ．

7．若向量 a，b

满足 2a ， 1b


，   1 baa


，则向量 a，b


的夹角大小为 ．

8．试将式子：
d g a g a d

c f k
e h b h b e

   写成三阶行列式的形式是 __________________

9．若    1, , , 2a k b k   
 

，且 //a b
 

，则 k  __________， 0b 


______________

10．已知数列   ,n na b 都是公差为 1 的等差数列，其首项分别为 1 1,a b ，且

1 1 1 11, 4, ,a b a b N    设
nn bc a ，则数列 nc 的前 10 项和等于_________．

11.已知平面向量 (2, 4), ( 1, 2)a b  
 

，若 ( )c a a b b  
    

，则 | |c


=___________．
二、选择题

12．下列等式中错误的是 （ ）

（A） baba  （B） )( baba  

（C） )()( cbacba  （D） )()(
22

bababa 

13．对无穷数列 n na b ，若  lim n nn
a b


 存在，则下列说法中正确的个数是 （ ）

（1） lim nn
a


一定存在，（2） lim nn

b


一定存在，（3） lim nn
a


、 lim nn

b


一定都存在．

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3

14．使数列 1111
3

11
2

11
1

10,,10,10,10
n

 的前 n项积大于 10
5
的自然数 n 的最小值为 （ ）

（A）8 （B）9 （C）10 （D）11

15．设数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，令 1 2 n
n

S S ST
n

  



，称 nT 为数列 1a ， 2a ，……，

na 的“regular number”，已知数列 1a ， 2a ，……， 1008a 的“regular number”为 2018，

那么数列 2， 1a ， 2a ，……， 1009a 的“regular number”为 （ ）

（A）2014 （B）2016 （C）2018 （D）2019
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三、解答题

16． 用行列式解关于 x、y 的方程组







223
14)1(

yx
yx

，并讨论方程组解的情况。

17．数列 na 中，
n

n
n a

a
aa

31
,

3
2

11 
 

，  Nn ．

（1）计算 432 ,, aaa ； （2）猜测 na 并用数学归纳法证明；

（3）设
n

n aaa
S 111

21

  ，求
n

n S
n2

lim


的值．

18．已知向量 a＝(sinθ，1)，b＝(1，-cosθ)，－
π
2
＜θ＜π

2
．

（1）若 a⊥b，求θ； （2）求 ba  的最大值．
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19．定义 






























n

n

n

n

y
x

ab
ba

y
x

1

1 为向量 ( , )n n nOP x y


到 1 1 1( , )n n nOP x y  


的一个矩阵变

换，n *N ，设向量 1OP =（1，0）， 2OP =（1， 3 ），O 为坐标原点．

（1）求 1 2OPP 的面积；

（2）求实数 ,a b的值；

（3）设 1nOP 在 nOP 的方向上的投影构成数列 na ，求 na 的前 n项和 nS ．

20．设正数数列 na 的前 n项和为 nS ,对于 t>0, 有
2
tatS n

n


 成立，

（1）求数列 na 的通项公式。（2）若 t
a
S

n

n

n



lim ，求 t的取值范围．
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21．在直角坐标平面内，i

、j

分别是与 x 轴、y 轴正方向同向的单位向量， 1 2OB a i j  

  
( )a R ，

对任意正整数 n， 1
1 51 3 2n

n nB B i j
    

  
.

(1) 若实数 39a   ，求 2OB


；

(2) 设 n n nOB x i y j   
  

, 试写出 nx 和 ny 的表达式；

(3) 在（2）的基础上，求最大整数a的值，使得对任意正整数 n，都有 n nx y 成立 ．
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