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第一讲 平面及其基本性质 

【知识梳理】 

知识点一  平面 

1．特征：①无限延展  ②平的（没有厚度） ，平面是抽象出来的，只能描述，如平静的湖

面，不能定义.一个平面把空间分成两部分，一条直线把平面分成两部分. 

2．表示：一般用一个希腊字母 、 、 ……来表示，还可用平行四边形的对角顶点的字

母来表示如：平面 ，平面 AC 等. 

3．画法：通常画平行四边形来表示平面 

(1)一个平面： 当平面是水平放置的时候，通常把平行四边形的锐角画成 45  ，横边画成邻

边的 2 倍长，如图 1（1）. 

(2)直线与平面相交，如图 1（2）、（3），： 

 

 

  

 

 

（3）两个相交平面：画两个相交平面时，先定位，后交线，邻边依次添，若一个平面的一

部分被另一个平面遮住，应把被遮住部分的线段画成虚线或不画（如图 2）. 

 

 

 

 

4.点、线、面的基本位置关系如下表所示： 

图形 符号语言 文字语言（读法） 

 A a  点 A 在直线 a 上. 

 A a  点 A 不在直线 a 上. 

 
A   点 A 在平面 内. 

 
A   点 A 不在平面 内. 

 
a b A  直线 a 、b 交于 A 点. 

 
a   直线a 在平面 内. 

 
a    直线 a 与平面 无公共点. 

 
a A   直线a 与平面 交于点 A . 

 
l    平面 、  相交于直线 l . 
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知识点二  三条公理 

人们经过长期的观察和实践，把平面的三条基本性质归纳成三条公理． 

公理 1如果一条直线的两点在一个平面内，那么这条直线上的所有点都在这个平面内. 

应用： ①判定直线在平面内；②判定点在平面内.模式． 

公理 2 如果两个平面有一个公共点,那么它们还有其他公共点,且所有这些公共点的集合是

一条过这个公共点的直线. 

应用：①确定两相交平面的交线位置；②判定点在直线上. 

指出:今后所说的两个平面(或两条直线),如无特殊说明,均指不同的平面(直线). 

公理 3经过不在同一条直线上的三点，有且只有一个平面. 

应用：①确定平面；②证明两个平面重合. 

实例:(1)门:两个合页,一把锁；(2)摄像机的三角支架；(3)自行车的撑脚. 

 

知识点三  公理 3 的三条推论 

推论 1经过一条直线和直线外的一点有且只有一个平面. 

推论 2经过两条相交直线有且只有一个平面. 

推论 3经过两条平行直线有且只有一个平面. 

 

【例题解析】 

例 1、将下列符号语言转化为图形语言： 

（1） A  ， B  ， A l ，B l ； 

（2）a  ，b  ， //a c ，b c p ， c   . 

 

 

 

例 2、将下列文字语言转化为符号语言： 

（1）点 A 在平面 内，但不在平面 内；（2）直线a 经过平面 外一点M ； 

（3）直线 l 在平面 内，又在平面 内.（即平面 和 相交于直线 l .） 

 

 

例 3、在平面 内有 , ,A O B三点，在平面 内有 , ,B O C三点，试画出它们的图形. 

 

 

 

例 4、判断下列命题是否正确。 

1. 不共线的三点确定一个平面。（） 

2. 有三个公共点的两个平面重合。（） 

3. 三角形一定是平面图形。（） 

4. 平行四边形一定是平面图形。（） 

5. 四边形一定是平面图形。（） 
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6. 不共线的四点确定一个平面。（） 

例 5、求证:三角形是平面图形. 

 

 

 

例 6、如图所示，四边形 ABCD 中，已知 AB∥CD，AB，BC，DC，AD(或延长线)分别与

平面 α相交于 E，F，G，H，求证：E，F，G，H 必在同一直线上． 

 

例 7、点 A平面 BCD， , , ,E F G H 分别是 , , ,AB BC CD DA上的点，若EH 与 FG 交于 P .

（这样的四边形 ABCD 就叫做空间四边形）求证： P 在直线 BD上. 

 

 

 

 

 

例 8、两两相交且不过同一个点的三条直线必在同一平面内. 

已知：直线 , ,AB BC CA 两两相交，交点分别为 , ,A B C . 求证：直

线 , ,AB BC CA 共面. 

 

 

 

 

 

 

 

例 9、已知直线 a//b//c，直线 d与 a、b、c 分别

相交于 A、B、C，求证：a、b、c、d四线共面. 

 

 

 

 

 

 

 

例 10、在正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 中，①
1

AA 与
1

CC 是否在同
A1
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一平面内？②点
1, ,B C D是否在同一平面内？③画出平面

1AC 与平面
1BC D 的交线，平面

1ACD 与平面
1BDC 的交线. 

 

 

 

 

 

 

 

【训练题】 

1．在下列六组条件中： 

（1）空间三个点；（2）空间一条直线与一个点；（3）空间两条相交直线； 

（4）三条平行直线与第四条直线都相交；（5）两两相交且不交于同一点的三条直线； 

（6）三条直线中的一条与其余两条直线分别相交。 

能确定一个平面的条件共有________个。 
 

2．不共面的四个定点到平面 的距离都相等，这样的平面 共有_______个。 
 

3．画出下列几何体中过三点 PNM ,, 的截面： 

 
 
                                                        
                                                         
                              
                                                                                                                                                          
 
 

 

4．设不全等的△ABC 与△A1B1C1 不在同一平面内，且 AB∥A1B1，BC∥B1C1，CA∥C1A1.  

求证：AA1、BB1、CC1 三线共点. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．已知： dcba ,,, 是不共点且两两相交的四条直线，求证： dcba ,,, 共面． 

 
 
 
 
 

 

 

M

N

P

P

N

M
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第二讲 空间直线与直线 

【知识梳理】 

1．公理 4：平行于同一条直线的两条直线互相平行。 

2．等角定理：如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行，那么这两个角相等或互补。 

3．空间两条直线的位置关系：平行、相交、异面。 

4．异面直线所成角的范围：（0，
2

π
］ 

5．异面直线之间的距离：异面直线公垂线段的长度。 

 

知识点一  平行直线 

1．公理 4 ：平行于同一条直线的两条直线互相平行. 

符号表示：  

 

2．等角定理：如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行并且方向相同，那么这两个角

相等.  

 

知识点二  异面直线 

1．异面直线 

  ⑴定义：不同在任何一个平面内的两直线叫做异面直线。 

 ⑵特点：既不相交，也不平行。 

⑶理解：①“不同在任何一个平面内”，指这两条直线永不具备确定平面的条件，因此，

异面直线既不相交，也不平行，要注意把握异面直线的不共面性。 

②“不同在任……”也可以理解为“任何一个平面都不可能同时经过这两条直线”。 

③不能把异面直线误解为分别在不同平面内的两条直线为异面直线．也就是说，在两

个不同平面内的直线，它们既可以是平行直线，也可以是相交直线． 

2．异面直线的画法：为了充分显示出它们既不平行又不相交的特点，常常需要以辅助平面

作为衬托，以加强直观性，如下图(l)，若画成如下图(2)的情形，就分不开了，千万不能画成

(2)的图形。 

 

 

 

画平面衬托时，通常画成下图中的情形。 

 

 

 

  

 

3、异面直线的判定 

 ⑴异面直线判定定理：过平面内一点与平面外一点的直线，和这个平面内不经过该点的直

线是异面直线． 

  ⑵判定两条直线为异面直线的常用方法有： 

①定义法：不同在任一平面内的两条直线． 

②定理法：过平面内一点与平面外一点的直线，和这个平面内不经过该点的直线为异面

直线． 

a∥b 

b∥c 
a∥c 
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   ③推论法：一条异面直线上两点与另一条异面直线上两点所连成的两条直线为异面直线． 

   ④反证法：反证法是证明立体几何问题的一种重要方法，证明步骤有三步：一是提出与

结论相反的假设；二是由此假设推出与题目条件或某一公理、定理或某一已

被证明是正确的命题相矛盾结果；三是推翻假设，从而肯定与假设相反的结

论，即命题的结论成立， 

4、异面直线所成的角 

  a 与 b 是异面直线，经过空间任意一点 O，作直线 a′//a，b ′//b，直线 a′和 b ′所成的锐角

（或直角）叫做异面直线 a，b 所成的角．如下图所示． 

 

 

⑴异面直线所成角 的范围是 0°< ≤90°； 

  (2)为了求异面直线 a，b 所成的角，可以在空间中任取一点 O，为了简便，点 O 常常取这

里的点通常选择特殊位置的点，如线段的中点或端点或异面直线连线中点，也可以是异

面直线中某一条上的一个特殊点. 将这个角放入某个三角形中计算这个角的大小，若该

三角形是直角三角形、等腰三角形等特殊三角形，便易求此角的大小. 

  (3)我们规定：两条平行直线所成的角为 0°角，两条相交直线所成的角为这两条相交直线

所成的四个角中的锐角（或直角），因此在空间中的两条直线所成的角的范围为(0°，

90°]；特别地，若两异面直线所成角为 90°，则称两异面直线互相垂直； 

  (4)求异面直线所成角的一般步骤是： 

    ①构造 恰当地选择一个点，用平移法构造异面直线所成的角． 

    ②证明  证明①中所作出的角就是所求异面直线所成的角， 

    ③计算 通过解三角形（常用余弦定理）等知识，求①中所构造的角的大小， 

④结论 假如所构造的角的大小为 ，若 0°< ≤90°，则 即为所求异面直线所成

角的大小；若 90°< <180°，则 180°－ 即为所求。 

 

【例题解析】 

例 1． A 是△BCD 平面外的一点，E、F 分别是 BC、AD 的中点， 

（1）求证：直线 EF 与 BD 是异面直线； 

（2）若 AC⊥BD，AC=BD，求 EF 与 BD 所成的角. 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2．在长方体 1111 DCBAABCD  中，已知 3,4 1  DDDCDA ，求异面直线 BA1 与 CB1

所成角的大小（结果用反三角函数值表示）. 
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例 3．直三棱柱 A1B1C1—ABC，∠BCA= 090 ，点 D1、F1 分别是 A1B1、A1C1 的中点，BC=CA=CC1，

求 BD1与 AF1 所成角的余弦值。 
 

 

 

 

 

 

 

例 4．长方体 ABCD—A1B1C1D1 中，已知 AB=a，BC=b，AA1=c，且 a>b，求： 

（1）下列异面直线之间的距离：AB 与 CC1；AB 与 A1C1；AB 与 B1C； 

（2）异面直线 D1B 与 AC 所成角的余弦值。 

 
 
 
 
 
 
 
 

例 5、正方体 ABCD－A1B1C1D1 中，M、N 分别为棱 C1D1、C1C 的中点，有以下四个结论： 

                 

①直线 AM 与 CC1 是相交直线； ②直线 AM 与 BN 是平行直线； 

③直线 BN 与 MB1 是异面直线； ④直线 AM 与 DD1 是异面直线． 

其中正确的结论为________．(注：把你认为正确的结论的序号都填上) 

 

 

例 6．如图，设△ABC 和△A1B1C1的三对对应顶点的连线 AA1、BB1、CC1 相交于一点 O，

且
1OA

AO
=

1OB

BO
=

1OC

CO
= 

3

2
，试求

111 CBA

ABC

S

S



 的值。 

 

 

 

 

 

 

 

例 7．已知长方体 ABCD-A1B1C1D1 中，AB=BC=2a，AA1=a，E、F 分别是

A1B1 和 BB1的中点，求：（1）EF 与 AD1所成角的余弦值； 

（2）AC1 与 B1C 所成角的余弦值 。 
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【训练题】 

1．如图，在棱长为 1 的正方体 ABCD—A1B1C1D1中，O 是底面 ABCD 的中心，E、F 分别是

CC1、AD 的中点，那么异面直线 OE 和 FD1所成的角的余弦值等于________ 

 

 

 

2．如图，四面体 ABCD 中，E、F 分别是 AC、BD 的中点，若 CD=2AB=2，

EF⊥AB，则 EF 与 CD 所成的角等于_____________.  

 

 

 
 
 
 
 

3．（2007 年上海高考题）在平面上，两条直线的位置关系有相交、平行、重合三种． 已

知 ， 是两个相交平面，空间两条直线 1 2l l， 在 上的射影是直线 1 2s s， ， 1 2l l， 在  上

的射影是直线 1 2t t， ．用 1s 与 2s ， 1t 与 2t 的位置关系，写出一个总能确定 1l 与 2l 是异面

直线的充分条件：______________________________________. 
 
 
 
 

 

 

4.如图，在棱长为 2的正方体 DCBAABCD  中， FE、 分别是 BA  和 AB

的中点，求异面直线 FA 与CE 所成角的大小 (结果用反三角函数值表示）. 
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第三讲 空间直线与平面 

【知识梳理】 

1．直线在平面内、直线和平面相交、直线和平面平行 

2．（1）判定定理：如果平面外的一条直线和平面内的一条直线平行，那么这条直线和这个

平面平行． 

（2）性质定理：如果一条直线和一个平面平行，经过这条直线的平面和这个平面相交，那

么这条直线和交线平行． 

3．（1）判定定理：如果一个平面内有两条相交直线都平行于一个平面，那么这两个平面平

行。 

（2）性质定理： 

①如果两个平面平行，那么其中一个平面内的直线平行于另一个平面。 

②如果两个平行平面同时和第三个平面相交，那么它们的交线平行. 

4．（1）定义：如果一条直线 l 和一个平面α相交，并且和平面α内的任意一条直线都垂直，

我们就说直线 l 和平面α互相垂直。记作： l . 

（2）判定定理：如果一条直线和一个平面内的两条相交直线都垂直，那么这条直线垂直于

这个平面。 

（3）性质定理：如果两条直线同垂直于一个平面，那么这两条直线平行。 

5. 直线与平面所成角:设直线与平面所成角 ： 

（1）直线与平面平行或直线在平面内，则  0 ；       

（2）直线与平面垂直，则 
2


； 

（3）直线是平面的斜线，则 定义为平面的一条斜线和它在平面内的射影所成的锐角，叫

做这条直线和这个平面所成的角。 
 
 

【例题解析】 

1．如图，已知 M、N、P、Q 分别是空间四边形 ABCD 的边 AB、BC、CD、DA 的中点． 

求证：（1）线段 MP 和 NQ 相交且互相平分；（2）AC∥平面 MNP，BD∥平面 MNP． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．已知 PA⊥⊙O 所在的平面，AB 是⊙O 的直径，C 是⊙O 上任意一点，过 A 点作 AE⊥PC

于点 E，求证：AE⊥平面 PBC. 

 

 
  
 
 
 
 
 
 

B 

A 

D 

C 

P N 

Q 
M 
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3．已知 ABCD 是四边形，点 P 是平面 ABCD 外一点，M 是 PC 的中点，在 DM 上取一点 G，

过 G 和 AP 作平面交平面 BDM 于 GH，求证： GHAP // 。 

A B

CD

P

M

H

G

 
 
 

4．已知 ABCD 为边长是 4 的正方形，E,F 分别是 AB,AD

的中点，GC 垂直于 ABCD 所在的平面，且 GC=2，求 B

到平面 EFG 的距离。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5． 在四面体 ABCD中， 1 BCADACAB ， 2CD ，且 090BCD ，求： 

（1） A 到平面 BCD的距离； 

（2） AC 与平面 BCD所成的角。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．已知边长为 6 的正方形 ABCD 所在平面外一点 P，PD平面 ABCD，PD=8， 

(1)连接 PB、AC，证明：PB  AC； 

(2)连接 PA，求 PA 与平面 PBD 所成的角的大小； 

(3)求点 D 到平面 PAC 的距离。 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

P 

A B 

C D 
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【训练题】 

1．设直线 ,, 和平面nm ，则下列命题中，正确的是（    ） 









nm//n,(D)m                           m//n,(C)m

//nn,m,(B)m                //,,//)(

n

nmnmA
 

 

2. 已知 a、b 为不垂直的异面直线，α是一个平面，则 a、b 在α上的射影有可能是 

①两条平行直线；②两条互相垂直的直线；③同一条直线；④一条直线及其外一点. 

在上面结论中，正确结论的编号是__________.（写出所有正确结论的编号） 
 

3. 四面体 ABCD中， , ,AC BD E F 分别为 ,AD BC 的中点，且
2

2
EF AC ， 

90BDC  ，求证：BD 平面 ACD . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4．设 PA、PB、PC 是从点 P 引出的三条射线，每两条的夹角都等于 60°，则直线 PC 与平面

APB 所成角的余弦值是             

5．在长方体
1 1 1 1ABCD A BC D 中，AB=BC=2,AA1=1,则 BC1 与平面 BB1D1D 所成角的正弦值为

__________. 

6．已知线段 AB 不在平面 内，A、B两点到平面 的距离分别是 1和 3，那么线段 AB的中

点到平面 的距离是          .  

 

7．山脚平地上有一条笔直的公路，在公路上 CBA 、、 三点依次测得山顶 P 的仰角为
000 604530 、、 ，已知 kmBCAB 1 ，求山高PH 。 
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第四讲 空间平面与平面 

【知识梳理】 

1. 平面与平面平行（没有公共点） 

 

 

2. 平面与平面垂直 

 
3．二面角：当两个平面相交时，它们的交线 l 将各平面分割成两个半平面，由两个半平面

、 及交线 l 所组成的空间图形叫做二面角，记作   l ，交线 l 叫做二面角的棱，两

个半平面 、 叫做二面角的面。 

4．二面角的平面角：在二面角的棱 AB 上任取一点O，过O分别在面 和  内作棱 l 的垂

线OM 和ON ，则射线OM 和ON 所成的角叫做二面角   l 的平面角。 

 

【例题解析】 

例 1.  已知直线 a 、b 异面，平面 过 a 且平行于b ，平面 过b 且平行于a ， 

求证： ∥   

 

 

 

 
 

β 

α  
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例 2．夹在两个平行平面间的两条平行线段相等。 

已知： //  ， ,AB CD 是夹在两个平行平面 ,  间的平行线段， 

求证： AB CD 。 

 

 

 

 

 

例 3．若 //  ， //  ，则 //  。 

证明：在平面 内取两条相交直线 ,a b， 

 

 

 

 

例 4. 关于直线 m、n 及平面 、 ，下列命题中正确的是（     ） 

A．若 // ,m n    ，则 //m n  B．若 , //m m  ，则   

C．若 / / , / /m n  ，则 //m n  D．若 ,m     ，则m   

例 5．已知正方体 1 1 1 1ABCD A B C D ，过对角线 1BD 作平面 交棱 1AA 于点 E，交棱 1CC 于

点 F，则：①四边形 1BFD E 一定是平行四边形；②四边形 1BFD E 有可能为正方形； 

③四边形 1BFD E 在底面 ABCD内的投影一定是正方形； 

④平面 1BFD E 有可能垂直于平面 1 1BB D D .其中所有正确结论的序号为（    ） 

A．①② B．②③④ C．①④ D．①③④ 

例 6．如图,AB 为圆 O 的直径,点 C 在圆周上 ( 异于点 A, )B ,直线 PA 垂直于圆 O 所在的平面,

点 M 是线段 PB 的中点 .有以下四个命题： 

①MO∥平面 PAC ；②PA∥平面MOB； 

③OC 平面 PAC ；④平面PAC 平面PBC ． 

其中正确的命题的序号是______． 

 

D

C
B

A




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例 7．如图，E，F 分别为边长为 2 的正方形 ABCD 的边 BC，CD 的中点，沿图中虚线折起，

使得 B，C，D 三点重合于点 O，点 O 在平面 AEF 上的射影 H. 

 

（1）求证：面OEF 面 OEA； 

（2）求证：点 H 是 AEF 的垂心； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 8. 点 A 是平面 B C D外一点， BDCDBCADACAB  ，求二面角

DACB  的大小。 

 

 

 

 

 

 

例 9．二面角 l   内有一点 P ，若 P 到平面 ,  的距离分别是5,8，且 P 在平面 , 

的内的射影的距离为7 ，求二面角 l   的大小。 

 

 

 

 

 

 

例 10．在ΔABC 中，∠A＝９０
０
，AB=4，AC=3，平面ＡＢＣ外一点Ｐ在平面ＡＢＣ内的射

影是ＡＢ的中点Ｍ，二面角Ｐ－ＡＣ－B 的大小为４５
０
。求： 

（1）二面角Ｐ－ＢＣ－Ａ的大小；（2）求二面角Ｃ－ＰＢ－Ａ的大小。 
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例 11．已知 E 为正方体
1 1 1 1ABCD A BC D 的棱 1CC 的中点，求平面 BEA1 与平面 ABCD所

成角。 

 

 

 

 

 

 

 

【训练题】 

1．已知二面角   l 的大小为 )
2

( 


  ，AB 
  ，CD 

  ，且 lAB  ， lCD  ，

若 AB 与CD所成的角为 ，则（    ） 

（A）        （B）
2


       （C）

2


       （D）    

2．设锐二面角   l 的大小为 ，m 是 内异于 l 的一条直线，则m 与  所成角的范

围是______________. 

3．在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，平面 BDA1 与平面 BDC1 所成角的余弦值等于_______ 

4．已知 ,E F 分别是正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 的棱 1,BC CC 的中点，则截面 1AEFD 与底

面 ABCD所成二面角的正弦值是_____________ 

5．设 S 为 ABC 所在平面外一点，平面 SCASBCSAB 、、 与 ABC 所在平面所成的二面

角都相等，问点 S 在平面 ABC 内的射影是 ABC 的_______心。 

6．已知二面角   l 的大小是 060 ，面 内的一点 A 到棱 l 的距离为 32 ，则 A 到面

的距离是__________. 

7．已知二面角   l 的平面角为 ，在平面 内若有一条射线 AB 与棱 l 成锐角 ，与

平面  成角 ，则必有（    ） 

（A）  sinsinsin               （B）  cossinsin   

（C）  sincoscos               （D）  coscoscos   

8．山坡与水平面成 030 角，坡面上有一条与坡角水平线成 030 角的直线小路，某人沿小路

上坡走了一段路程后升高了 100 米，则此人行走的路程为___________米。 
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第五讲 空间直线与平面复习 

【知识梳理】 

一、异面直线所成的角 

等角定理及其推论 

定理:若一个角的两边和另一个角的两边分别平行，并且方向相同，则这两个角相等. 

推论:若两条相交直线和另两条相交直线分别平行，则这两组直线所成的锐角(或直角)相等. 

异面直线所成的角 

(1)定义：a、b是两条异面直线，经过空间任意一点 O，分别引直线 a′∥a,b′∥b,则 a′

和 b′所成的锐角(或直角)叫做异面直线 a 和 b所成的角. 

(2)取值范围：0°＜θ≤90°. 

(3)求解方法 

①根据定义，通过平移，找到异面直线所成的角θ； 

②解含有θ 的三角形，求出角θ的大小. 

二、直线和平面所成的角 

(1)定义  和平面所成的角有三种： 

(i)垂线  面所成的角  的一条斜线和它在平面上的射影所成的锐角，叫做这条直线和

这个平面所成的角. 

(ii)垂线与平面所成的角  直线垂直于平面，则它们所成的角是直角. 

(iii)一条直线和平面平行，或在平面内，则它们所成的角是 0°的角. 

(2)取值范围：0°≤θ≤90° 

(3)求解方法 

①作出斜线在平面上的射影，找到斜线与平面所成的角θ. 

②解含θ的三角形，求出其大小. 

三、二面角及二面角的平面角: 

(1)半平面  直线把平面分成两个部分，每一部分都叫做半平面. 

(2)二面角  一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫做二面角.这条直线叫做二面角的

棱，这两个平面叫做二面角的面，即二面角由半平面一棱一半平面组成. 

二面角的平面角θ的取值范围是 0°＜θ≤180° 

(3)二面角的平面角 

①以二面角棱上任意一点为端点，分别在两个面内作垂直于棱的射线，这两条射线所组成的

角叫做二面角的平面角. 

②二面角的平面角具有下列性质： 

(i)二面角的棱垂直于它的平面角所在的平面，即 AB⊥平面 PCD. 

(ii)从二面角的平面角的一边上任意一点(异于角的顶点)作另一面的垂线，垂足必在平面角

的另一边(或其反向延长线)上. 

(iii)二面角的平面角所在平面与二面角的两个面都垂直，即平面 PCD⊥α， 

平面 PCD⊥β. 

③找(或作)二面角的平面角的主要方法. 

(i)定义法 (ii)垂面法 (iii)三垂线法 (Ⅳ)根据特殊图形的性质 

(4)求二面角大小的常见方法 

①先找(或作)出二面角的平面角 θ，再通过解三角形求得 θ的值. 

②利用面积射影定理 S′=S·cosα 

其中 S为二面角一个面内平面图形的面积，S′是这个平面图形在另一个面上的射影图形
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的面积，α为二面角的大小. 

四、点到平面的距离 

(1)定义 ：平面外一点引一个平面的垂线，这个点和垂足间的距离叫做点到这个平面的距离. 

(2)求点面距离常用的方法： 

1)直接利用定义求 

①找到(或作出)表示距离的线段； 

②抓住线段(所求距离)所在三角形解之. 

2)利用两平面互相垂直的性质.即如果已知点在已知平面的垂面上，则已知点到两平面交线

的距离就是所求的点面距离. 

3)体积法其步骤是：①在平面内选取适当三点，和已知点构成三棱锥；②求出此三棱锥的体

积 V和所取三点构成三角形的面积 S；③由 V=
3

1
S·h，求出 h即为所求.这种方法的优点是

不必作出垂线即可求点面距离.难点在于如何构造合适的三棱锥以便于计算. 

4)转化法将点到平面的距离转化为(平行)直线与平面的距离来求. 

二、直线和平面的距离 

(1)定义一条直线和一个平面平行，这条直线上任意一点到平面的距离，叫做这条直线

和平面的距离. 

(2)求线面距离常用的方法 

①直接利用定义求证(或连或作)某线段为距离，然后通过解三角形计算之. 

②将线面距离转化为点面距离，然后运用解三角形或体积法求解之. 

③作辅助垂直平面，把求线面距离转化为求点线距离. 

三、平行平面的距离 

(1)定义  个平行平面同时垂直的直线，叫做这两个平行平面的公垂线.公垂线夹在两个

平行平面间的部分，叫做这两个平行平面的公垂线段.两个平行平面的公垂线段的长度叫做

这两个平行平面的距离. 

(2)求平行平面距离常用的方法 

①直接利用定义求 

证(或连或作)某线段为距离，然后通过解三角形计算之. 

②把面面平行距离转化为线面平行距离，再转化为线线平行距离，最后转化为点线(面)

距离，通过解三角形或体积法求解之. 

四、异面直线的距离 

(1)定义  条异面直线都垂直相交的直线叫做两条异面直线的公垂线.两条异面直线的

公垂线在这两条异面直线间的线段的长度，叫做两条异面直线的距离. 

任何两条确定的异面直线都存在唯一的公垂线段. 

【例题解析】 

1．下列四个命题中真命题是                                            （    ） 

（A）同垂直于一直线的两条直线互相平行； 

（B）过空间任一点与两条异面直线都垂直的直线有且只有一条； 

（C）底面各边相等、侧面都是矩形的四棱柱是正四棱柱； 

（D）过球面上任意两点的大圆有且只有一个。 

2.如图, AB 是圆O的直径, PA平面圆O , C 为圆周上一点,若

5, 2AB AC  ,则 B 点到平面PAC 的距离为          .  

O

P

A

C

B
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P 

A B 

C 

D 

C1

B1A1

E D

C

BA

3.空间四边形 ABCD的各边与两条对角线的长都为 1,点 P 在边 AB 上移动,点Q 在边CD上

移动,则点 ,P Q 的最短距离为                .  

提示：联结 ,AB CD 的中点，所得线段恰为异面直线 ,AB CD 的公垂线 

 

4、在四棱锥 P－ABCD 中，底面 ABCD 是边长为 a 的正方形，且 PD＝a，PD⊥面 ABCD  

(1) 求：直线 PB 与 PAD 所成角 

(2) 求；直线 PD 与 PAB 所成角 

(3) 求：直线 PA 与 PBC 所成角． 

 

 

 

 

 

5、如图，在下列四个正方体中， A ，B 为正方体的两个顶点，M ，N ，Q 为所在棱的中

点，则在这四个正方体中，直接 AB 与平面MNQ 不平行的是    （    ） 

 

  

6、如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，D ，E 分别为BC ，AC 的中

点， AB BC ． 

求证：(1) 1 1A B ∥平面 1DEC ； 

(2) 1BE C E ． 
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7、如图，在三棱锥 中， ，E，F 分别为棱 的中点．已知 ，

 

求证：(1)直线 平面 ；(2)平面 BDE 平面 ． 

 

 

 

 

 

8、已知四棱锥 S ABCD 的底面是正方形，侧棱长均相等，E 是线段 AB 上的点（不含端

点），设 SE 与 BC 所成的角为 1 ，SE 与平面 ABCD所成的角为 2 ，二面角S AB C 

的平面角为 3 ，则     （    ） 

A． 1 2 3  ≤ ≤    B． 3 2 1  ≤ ≤   C． 1 3 2  ≤ ≤   D． 2 3 1  ≤ ≤  

9、已知直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 120ABC  ， 2AB  ， 

1 1BC CC  ，则异面直线 1AB 与 1BC 所成角的余弦值为    （     ） 

A．
3

2
          B．

15

5
          C．

10

5
       D．

3

3
 

10．如图，在底面是矩形的四棱锥 P—ABCＤ中，PA ⊥平面 ABCＤ，PA=AB=1，BC=2． 

  （1）求 PC 与平面 PAD 所成角的大小； 

  （2）若 E 是 PD 的中点，求异面直线 AE 与 PC 所成角的大小； 

  （3）在 BC 边上是否存在一点 G，使得 D 点到平面 PAG 的距离为 2 ，若存在，求出 BG

的值；若不存在，请说明理由． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11、棱长为 a 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中, ,E F 分别是棱 1AA 和 1CC 的中点,G 是 1 1AC 的

中点.(1)求直线 1 1B D 和平面 1BFD E 所成角的大小;(2)G 到平面 1BFD E 的距离.  

 

 

 

ABCP  D ABACPC ,, ACPA

,6PA .5,8  DFBC

//PA DEF ABC

P 

A 

B C 

D 

E 
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12、在正方体
1 1 1 1ABCD A B C D 中, E 是棱 1CC 的中点, 

(2)求截面 1A BD和截面 EBD 所成的二面角的大小; 

(3)求平面 1A BE 和底面 ABCD 所成角二面角的大小. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

【训练题】 

1 、设四面体的六条棱的长分别为 1,1,1,1, 和 ,且长为 的棱与长为 的棱异面,

则 的取值范围是 （  ） 

A．  B．  C．  D．  

2、三棱锥 , ， , 分别为 的中点，

为 上一点，则  的最小值是___________。
     3、到两互相垂直的异面直线的距离相等的点 

（A）只有 1 个              （B）恰有 3 个 

（C）恰有 4 个              （D）有无穷多个 

4.已知动点 P 在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 的侧面 1 1BB C C 中,且满足 1 1PD D BD D  ,

则动点 P 的轨迹是（    ）的一部分      (     ) 

A．圆          B．椭圆          C．双曲线        D．抛物线 

5、在平行六面体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 1AA AB ， 1 1 1AB B C ．求证：(1) AB∥平面

1 1A B C ；(2)平面 1 1ABB A 平面 1A BC ． 

 

 

 

 

6.若正方形 ABCD 所在的平面与正方形 ABEF 所在的平面成60的角, 则一面直线 AD 与 BF 所

成角的余弦值为___________; 

 

2 a a 2

a

(0, 2) (0, 3) (1, 2) (1, 3)

A BCD ,AB a CD b  ABD BDC  ,M N ,AD BC

P BD MP NP

A B

C

1A

D

1B

1C1D

E

O

http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
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7．如图，在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， AD = 1AA =1， 2AB  ，点 E 是

AB 上的动点， 

(1)若直线
1D E EC与 垂直，请你确定点 E 的位置，并求出此时异面直线 1AD 与

EC 所成的角； 

(2) 在（1）的条件下求二面角
1D EC D  的大小。 

 
 
 
 
 
 
 

8、已知 PC垂直 ABCRt 所在平面， BCAC  ， PBCD  于 D 。 

（1）求证： PBAD  ； 

（2）若 PB 与平面 ABC 成 60 角， ACPC  ，求 AD 与平面 ABC 所成角的大小。 
 
 
 
 
 
 
 
 

9、如图，已知 ABCD是底面边长为 2 的菱形， 60ABC   ，OA底面 ABCD，

2,OA M 为OA的中点. 

(1)求异面直线MD 与OC 所成角的大小； 

(2)求直线OB 与平面OAC 所成角的大小. 
 
 

 

 

 

 

10、如图，四棱锥 S＝ABCD 的底面是正方形，SD⊥平面 ABCD,SD＝AD＝a,点 E是 SD 上的点，

且 DE＝ a(0< ≦1).       

(Ⅰ)求证：对任意的 （0、1），都有 AC⊥BE: 

(Ⅱ)若二面角 C-AE-D 的大小为 60
0
C，求 的值。 

 
 
 
 
 

 

 

 

 



M

A

O

D

CB
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第九讲 多面体 

【知识梳理】 

   一．棱柱 

   有两个面平行，其余各面都是四边形，且任意相邻的两个四边形的公共边都互相平行的

多面体叫做棱柱 

   棱柱的互相平行的两个面叫做棱柱的底面，其余各面叫做棱柱的侧面，相邻两个侧面的

公共边叫做棱柱的侧棱，底面多边形的顶点叫做棱柱的顶点，不在同一个面上的两个顶点的

连线叫做棱柱的对角线．两个底面间的距离叫做棱柱的高． 

侧棱和底面不垂直的棱柱叫做斜棱柱，侧棱和底面垂直的棱柱叫做直棱柱，底面是正多边形

的直棱柱叫做正棱柱． 

 

棱柱的性质： 

（1）棱柱的侧面都是平行四边形； 

（2）棱柱的底面及平行于底面的截面是全等的多边形． 

直棱柱的性质： 

（1）直棱柱的侧面都是矩形； 

（2）直棱柱的侧棱与高相等； 

（3）正棱柱的侧面都是全等的矩形． 

底面是 n边形的棱柱叫做 n棱柱，底面是平行四边形的棱柱叫做平行六面体，底面是矩形的

直棱柱叫做长方体，所有棱长都相等的长方体叫做正方体（参见图 9-2）． 

 

二、棱锥 

    有一个面是多边形，其余各面都是有一个公共顶点的三角形的多面体叫做棱锥．棱锥的

多边形面叫做棱锥的底面，其余各三角形叫做棱锥的侧面，相邻侧面的公共边叫做棱锥的侧

棱，各侧面的公共顶点叫做棱锥的顶点，顶点到底面的距离叫做棱锥的高 

F

D

C

A

B

B'
A' D'

F' E'

O

O'

B'

O'
C'

E'

D'

C'E'

A'

E

O

D

C

BA

直五棱柱斜五棱柱

图9 1

C

BA

C

BA

C'
C'

B'B'B'
A'A'A'

D

D'D'

D

D' C'

D
C

BA
正方体长方体平行六面体

图9 2
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底面是正多边形，顶点在底面的射影是底面中心的棱锥叫做正棱锥． 

 

   著名数学家欧拉对正多面体进行了研究，发现了多面体的顶点数、面数、棱数间的关系． 

简单多面体的顶点数 V，面数 F，棱数 E，恒有下面的关系式：  

 

【例题解析】 

1、过正方体的每三个顶点都可以确定一个平面，其中能与这个正方

体的 12 条棱所成角都相等的不同平面有几个？  

2、长方体一个顶点上三条棱的长分别为 a,b,c (a,b,c 两两不等），

一条对角线为 AB，长方体的表面上 A，B两点间的最短路程为 

，则 a,b,c 的大小关系是___________。  

3、 ABCD A B C D ′′′′为正方体．任作平面 与对角线 AC′垂直，使得 与正方体的每个面

都有公共点，记这样得到的截面多边形的面积为 S ，周长为 l ．则（   ） 

 
A． S 为定值， l 不为定值      B． S 不为定值， l 为定值 

C． S 与 l 均为定值       D． S 与 l 均不为定值 

4、直三棱柱
1 1 1A B C ABC 中，平面

1A BC 平面
1 1ABB A ，且 13AC AA ，则 AC 与平面

1A BC

所成的角 的取值范围是__________． 

P

O

F

E

D

C

BA

图9-7

图9-5

D'
C'

B'A'

D C

BA
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图9-8

E

D

P

S

C

BA

H

O

5、正六棱锥的底面周长为 24，侧面与底面所成角为 60，求：（1）棱锥的高；（2）斜高；

（3）侧棱长；（4）侧棱与底面所成角． 

 

 

 

 

 

 

 

 

6、正四棱锥 P ABCD 棱长均为 13， M ， N 分别是PA， BD上的点，且

5 8PM MA BN ND ∶ ∶ ∶ ． 

（1）求证：直线MN∥平面 PBC ； 

（2）求直线MN 与底面 ABCD所成角的正弦． 

 

 

 

 

 

 

 

 

7、在正三棱锥 P ABC 中， 2AB a PA a ， ，过 A作平面分别交平面 PBC 于 DE ．当截

面 ADE△ 的周长最小时，
ADES △ __________， P 到截面 ADF 的距离为__________． 

 

 

【训练题】 

1.请配对下列多面体的名称与图像与并连线: 

    直四棱柱         正四棱锥            平行六面体           正三棱柱 

 

 

 

 

 

 

 

2.长方体是                      .(写出所有正确选项的序号) 

①直四棱柱;②平行六面体;③正四棱柱;④正方体;⑤直平行六面体. 

 

3.判断下列说法是否正确: 

(1)有两个相邻的侧面是矩形的棱柱是直棱柱(      ); 

(2)正四棱柱是正方体(      ); 

(3)底面是正多边形的棱锥是正棱锥(      ). 

图9-9

P

M

E
N

O

D
C

BA
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4.长方体从同一顶点出发的三条棱长分别为3,4,5 ,则长方体的对角线长为              . 

 

5.已知长方体的一条对角线与其具有相同顶点的三条棱的夹角分别为 , ,   , 

则
2 2 2sin sin sin                       . 

 

6.四棱柱集合 A，平行六面体集合 B ，长方体集合C ，正四棱柱集合D ，正方体集合E 之

间有怎样的包含关系？试用集合文氏图表示出来. 

 

 

 

 

7.画出一个底面边长3cm，高2cm的正四棱柱.(要求:尽可能直观) 

 

 

 

 

8.底面是菱形的直棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D ，它的对角线 1B D和 1AC 的长分别是9cm和

15cm，侧棱 1AA 的长是5cm，求这个直棱柱的底面边长. 

 

 

 

 

9.已知正四棱锥V ABCD ，底面面积为16，一条侧棱长为2 11 . 

(1)求异面直线 ,VA DC 所成角的大小; 

(2)求侧棱VB 及斜高VM 分别与底面所成角的大小. 

 

 

 

 

 

 

 

10.“所有边长都相等的三棱锥”被称为正四面体. 

(1)你认为这样命名的理由大致是什么？ 

(2)设计一个平面图形，使它能够折成一个正四面体; 

(3)计算棱长为 1 的正四面体的高. 

 

 

 

 

 

 

 

MO

A B

D C

V
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第十讲 旋转体 

【知识梳理】 

一． 旋转体[来源:学科网 ZXXK] 

定义：一条平面曲线（包括直线）绕它所在的平面内的一条定直线旋转所形

成的曲面叫旋转面。这线叫旋转轴。无论旋转到什麽位置这条曲线叫旋转面的母

线。封闭的旋转面围成的几何体叫旋转体。旋转面的轴叫旋转体的轴。 

二． 几种常见的旋转体 

定义：矩形绕一边旋转一周所围成的几何体叫圆柱。 

  绕一直角边旋转一周所围成的几何体叫圆锥 

  圆绕它的直径旋转一周所围成的几何体叫球。 

注意：（1）垂直于轴的线段绕轴旋转一周形成圆面。 

     （2）与轴相交的直线绕轴旋转一周形成圆锥面。 

     （3）与轴平行的直线绕轴旋转一周形成圆柱面。 

圆台（不讲） 

2．性质 

 圆  柱  圆   锥 圆     台 球 

底 面 平行且全等的圆 圆 面 相似的 两个圆

面 

 

轴 线 过底面圆心且垂

直底面 

过顶点和底面圆

心垂直于底面 

过上下底面圆

心且垂直底面 

过球心[来源:学#科#网] 

母 线[来源:Zxxk.Com] 平行且相等且

垂直于底面 

相交于一点 延长线交于一

点[来源:Z|xx|k.Com] 

大圆(过球心) 

小圆(不过球心 

轴 截 面 全等的矩形 ,两

边是母线 ,另两

边是两底直径 

全等的等腰三角

形 

全等的等腰梯 大圆 

平行于底面

的截面 

全等的圆与底面

相等 

相似的圆（比例

关系） 

圆 球心和截面圆圆

心连线垂直截面[来源:学*

科*网] 

侧面展开图 矩形 扇形 扇环  

 

【例题解析】 

1、已知圆柱的底面圆半径是 r ，用一个乎行于轴的平面截圆柱，所得的截面面积是轴截面

面积的一半，求圆柱的轴到截面的距离． 

 

O O O 

O1 
O1 A1 A1 

V 

A A A 



                                                                        华询教育春季班 

28 
 

2．在等边圆锥（圆锥的轴截面为等边三角形）中，底面半径为 R ， AB 为底面直径，

60ABC  ，，求异面直线 PA BC， 的距离． 

 

 

 

 

3、在棱长为 l 的正方体内有两个球相外切且又分别与正方体内切． 

（1）求两球半径之和； 

（2）球的半径为多少时，两球体积之和最小． 

 
 
 
 
 
 
 
 

4、将半径都为 1 的 4 个钢球完全装入形状为正四面体的容器里，这个正四面体的高的最小

值为 (   ) 

A．
 3+2 6 

 3         B．2+
 2 6 

 3         C．4+
 2 6 

 3        D．
 4 3+2 6 

 3  

 

5、圆柱的高为 4 厘米，底面半径为 3 厘米，已知上底面一条半径OA所在直线与下底面的

一条半径 BO  所在直线的夹角为60
，求:(1)直线 BA 与圆柱的轴 OO 所成角的正切值；

(2)线段 BA 的长. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6、已知 ABC 各顶点均在球O的球面上，若球半径为10，分别求球心到平面 ABC 的距

离: 

(1) ABC 是边长为 3 的正三角形； 

(2) ABC 是边长分别为6,7,8的三角形. 

(以上结果均保留 2 位小数) 

 

 

 

 

 

 

A

O'

O

B'

D

C

B

A

图9-37

O

B

A

C

'O
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【训练题】 

1.请在圆柱和圆锥上写出下列所指部分的名称：(轴、底面、侧面、母线) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.(1)下列生活中的物体分别由哪些简单几何体构成？ 

螺钉:                           画笔:                          

 

 

 

 

 

(2)充满气的车轮内胎(忽略厚度)可由下面图形(     )绕着对称轴旋转而成. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.用一个平面截半径为25cm的球， 

(1)若截面面积是
249 cm ,则球心到截面的距离为         ； 

(2)若球心到截面的距离恰为半径的一半，则截面面积为                . 

 

4.把地球视为一个球,如果地球半径增大 1 米,那么地球赤道的长度会增大多少? 

                              .(精确到 0.01 米) 

 

5.已知一个圆柱的轴截面是正方形，且面积为
24cm ，求圆柱的母线长和底面面积; 

 

 

 

 

A

O'
A'

O
B

B'

 

 

  

B

S

O A

  

 

 

(A) (B) (C) (D)
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(2)已知一个圆锥的轴截面是边长为2cm的正三角形，求圆锥的底面面积及任意母线与底面

所成角的大小. 

 

 

 

 

 

 

6.正六棱柱的顶点都在同一个球面上，且该六棱柱的高为 3 ，底面

周长为 3，求该球的半径长. 

 

 

 

 

 

 

 

7.已知球O的半径为5，若两平行平面分别截球所得的截面面积为9 ,21  ，求这两个平行

平面间的距离. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.用一个平行于圆锥底面的平面截这个圆锥，截得的两个旋转体分别为一个小圆锥和一个圆

台，若小圆锥的底面半径与原圆锥的底面半径之比为1: 4，圆台的母线长为9cm，求原来

的圆锥的母线长. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S

O
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第十一讲 几何体的表面积和体积 

【知识梳理】 

一、棱柱和圆柱的侧面积和全面积 

直棱柱的侧面积的计算公式，可以直接从它的侧面展开图得到 ： 

直棱柱的侧面展开图是矩形．矩形的长和宽分别是直棱柱的底面周长 c 和直棱柱的高 h ． 

直棱柱的侧面积是 S ch侧 ． 直棱柱的全面积是 2S S S 全 底侧  

圆柱的侧面展开图也是矩形．矩形的长和宽分别是圆柱的底面周长 c 和圆柱的高 h ， 2πc r ，

其中 r 是圆柱底面圆半径． 

圆柱的侧面积是 2πS ch rh 侧 ．圆柱的全面积是 22 2π 2πS S S rh r   全 底侧 ． 

二．棱锥和圆锥的侧面积和全面积 

正棱锥的侧面积的计算公式，可以直接从它的侧面展开图得到 

 

正棱锥的侧面展开图是由若干个全等的等腰三角形组成．正棱锥的侧面积是

1 1

2 2
S n ah ch  ′= ′侧 ． 

正棱锥的全面积是 S S S 全 底侧 ． 

圆锥的侧面展开图是扇形．扇形的半径是圆锥的母线长 h′，扇形的弧长是圆锥底面圆的周

长 c ，其中 2πc r ． 

圆锥的侧面积是
1 1

2π π
2 2

S ch rh rh   ′ ′ ′侧 ． 

圆锥的全面积是 2π πS S S rh r   全 底 ′侧 ． 

三、球和它的部分面积 

   球面被一个平面截得的一部分叫做球冠．此平面截球面所得的圆叫做球冠的底，垂直于

截面的球的直径在截面和球冠之间的一段的长叫做球冠的高．球面可以看作最大的球冠，此

球冠的高是 2R． 

球面被两个平行平面所截，夹在两个平行平面之间的球面的一部分叫做球带．截得的两个圆

叫做球带的底，两个平行平面之间的距离叫做球带的高 
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球冠面积和球面积的计算公式 22π 4πS Rh S R 球冠 球， ． 

其中 R 是球的半径， h 是球冠的高． 

四、体积 

公理 1 长方体的体积等于其长、宽、高的积． 

公理 2 （祖暅原理）若夹在两个平行平面内的两个几何体被

平行于这两个平面的任何平面所截得的两个截面面积都相等，

则这两个几何体的体积相等． 

（1）已知柱体的底面积是 S ，高是 h ，体积是V Sh ． 

（2）已知圆柱的底面积是 S ，高是 h ，体积是V Sh ． 

（3）三棱锥的底面积是 S ，高是 h ，体积是
1

3
V Sh ． 

【例题讲解】 

1、在正方体上任意选择 4 个顶点，它们可能是如下各种几何形体的 4 个顶点，这些几何形

体是           .(写出所有正确结论的序号) 

 

2、以圆柱的下底面为底面，并以圆柱的上底面圆心为顶点作圆锥，则该圆锥与圆柱等底等

高．若圆锥的轴截面是一个正三角形，则圆柱的侧面积与圆锥的侧面积之比为________． 

 

3、斜三棱柱 1 1 1ABC A B C 的底面是边长为 5 的正三角形，侧棱长为 4，侧棱 1AA 和底面两

边 1 1A B 、 1 1AC 都成 60角，求这个棱柱的侧面积． 

 

 

 

 

 

4、已知一个圆锥的底面半径为 R ，高为 H ，在其中有一个高为 x的内接圆柱，问 x取何值

时，圆柱的侧面积最大? 

 
 
 
 
 

O
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N
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O'

O'

N
O

O

S

N

图9-72

S

S

S

S

SS

h

图9-75

R

r

x

H

图9-63
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5、有两个相同的直三棱柱，高为 ，底面三角形的三边长分别为 .用它们

拼成一个三棱柱或四棱柱，在所有可能的情形中，全面积最小的是一个四棱柱，则 的取值

范围是              . 
 

6．已知三棱锥的顶点在底面上的射影是底面正三角形的中心，三棱锥的侧棱长为 10 cm，

侧面积为 144 cm2，求棱锥的底面边长和高． 

 

 

 

 

7．已知一个圆柱的底面直径与高均为 2R，一个圆锥的底面直径与高均为 2r，若圆柱的表面

积与圆锥的表面积相等，则 R2∶r2＝________. 

 

 

8. 如图，在长方体 ABCD－A1B1C1D1 中，AD＝AA1＝1，AB＞1，小蚂蚁从点 A 沿长方体的

表面爬到点 C1，所爬的最短路程为 2 2. 

(1)求 AB 的长度；(2)求该长方体外接球的表面积． 

 

 

 

 

 

 

 

 

9、三棱锥的底面是等腰三角形，这个三角形的底边长和

底边上的高都是 4 cm ，侧棱长都是 6.5 cm ，求棱锥的体

积． 

 

 

 

 

 

 

  10、  在 xOy 平面上, 将一段圆弧 2 2 1( 0)x y x   和一段椭圆

弧
2

2 1( 0)
2

x
y x   围成的封闭图形记为 D, 如图中阴影部分. 

记 D 绕 y 轴旋转一周而成的几何体为 , 过 (0, )(| | 1)y y  作

的截面, 所得截面面积为 ( )S y , 则 ( )S y  ______________, 进

而利用祖暅原理和一个球, 得出的体积值为_____________. 

a

2
)0(5,4,3 aaaa

a

O

A

B CD

4R

2

OR

P

CB

A

图9-77

1

xO

y

1 2
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11、如图，三棱锥 P-ABC 中，PA=a, AB=AC=2a, ∠PAB=∠PAC=∠BAC=60°, 求这个三棱锥

的体积。 

     

 

 

 

 

 

12、已知正三棱锥 P ABC 的底面边长为 a，过 BC 作截面 DBC 垂

直侧棱 PA于 D ，且此截面与底面成30角，求此三棱锥的侧面积． 

 

 

 

 

 

 

13．设一球的半径为 r ，求外切于这球的一切圆锥中全面积最小的圆锥的全面积． 

 

 

 

 

 

【训练题】 

1．表面积为 2 3 的正八面体的各个顶点都在同一个球面上，则此球的体积为__________． 

2．四面体 DABC 的体积为
1

6
，且满足 45 3

2

AC
ACB AD BC     ， ，求 DC 长． 

 

 

 

3．长方体
1 1 1 1-ABCD A B C D 中，

1 4AB AA  ， 3AD  ，求异面直线
1A D 与

1 1B D 间的距离． 

 

 

 

 

4．在四面体 ABCD 中，设 1 3AB CD ， ，直线 AB 与CD 的距离为 2，夹角为
π

3
，则四

面体 ABCD的体积等于（    ）． 

A．
3

2
    B．

1

2
    C．

1

3
    D．

3

3
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5将边长为a的正方形ABCD沿对角线AC折起，使BD＝a，则三棱锥D－ABC的体积为(  ) 

A.
a3

6
     B.

a3

12
    C.

3

12
a3   D.

2

12
a3 

 

6、在 xOy 平面上，将两个半圆弧
2 2( 1) 1( 1)x y x    和

2 2( 3) 1( 3)x y x    、两条

直线 1y  和 1y   围成的封闭图形记为 D，如图中阴影部分．记 D绕 y轴旋转一周而成的

几何体为，过 (0, )(| | 1)y y  作的水平截面，所得截面面积为
24 1 8y   ，试利用

祖暅原理、一个平放的圆柱和一个长方体，得出的体积值为__________ 

 

 

7、若三棱锥的三个侧面两两垂直,且侧棱长均为 3 ,则其外接球的表面积是           . 

 

8、在 平面上，将双曲线的一支 及 

其渐近线 和直线 ， 围成的封闭图形记为 

，如图中阴影部分.记 绕 轴旋转一周所得的几何体为 

 
 
 
 
 
 
 
 

9、如图,一个正四棱柱形的密闭容器底部镶嵌了同底的正四棱锥形

实心装饰块,容器内盛有 a 升水时,水面恰好经过正四棱锥的顶点 P .

如果将容器倒置,水面也恰好经过点 P .有下列四个命题: 

A.正四棱锥的高等与正四棱柱高的一半; 

B.将容器侧面水平放置时,水面也恰好过点 P ; 

C.任意摆放该容器,当水面静止时,水面都恰好经过点 P ; 

D.若往容器内再注入 a 升水,则容器恰好能装满. 

其中真命题的代号是             .(写出所有真命题的序号) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

xOy

2 2

1( 0)
9 16

x y
x  

4

3
y x 0y  4y 

D D y

P
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第十二讲 球面距离 

【知识梳理】 

球的性质： 

（1）同一个球的半径都相等； 

（2）用任意平面截球所得的截面都是圆，球心与球截面圆心的连线与截面垂直； 

（3）若用 R 和 r 分别表示球的半径和截面圆的半径，用 d 表示球心到截面网的距离，则 

2 2d R r  ； 

（4）同一个球的大圆互相平分． 

在平面上，两点间的距离是联结两点的直线段的长度．在球面上，联结两点的最短路径叫做

两点的球面距离．可以证明两点的球面距离是过这两点的球的大圆的劣弧的长度． 

1．劣弧上的长度是球面上两点之间的最短路径； 

2．我们把它称为球面上两点之间的距离； 

3．球面上连结两点之间的最短路径是经过这两点的一段大圆弧——劣弧。 

 

 

【例题解析】 

1、 如图球 O的半径为 2，圆 是一小圆， ，A、B是圆 上两点，若[来源:网

ZX 

= ，则 A,B 两点间的球面距离为               . 

    [来源:学.科.网] 

 

2、如图，半径为 的半球 的底面圆 在平面 内，过点

1O 1 2O O 
1O

1AO B
2



R O O  O

A B 

O1 

O 
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α C

A

O

D

B

P

图9-36

O1

E

O

BA

作平面 的垂线交半球面于点 ，过圆 的直径 作平面 成 角的平面与半球面相

交，所得交线上到平面 的距离最大的点为 ，该交线上的一点 满足

，则 、 两点间的球面距离为（    ） 

A、     B、    C、        D、  

 

3．已知地球的半径为 R ，球面上 A B， 两点都在北纬 45圈上，它们的球

面距离为
π

3
R，A点在东经30上，求 B 点的位置及 A B， 两点所在其纬

线圈上所对应的劣弧的长度． 

 

 

 

 

 

 

4、已知正三棱锥 ABC,点 P,A,B,C 都在半径为 的球面上,

若 PA,PB,PC 两两互相垂直,则球心到截面 ABC 的距离为

________. 

    

 

 

 

5.半径为1的球O的直径 AB 垂直于平面 ，垂足为 B ，

BCD 是平面 内边长为1的正三角形，线段 AC 、AD 分别与球面交于点 M，N，求 M、

N 两点间的球面距离. 

(保留到小数点后两位) 

 

 

 

 

 

 

 

6.已知球Ｏ的半径为 1，Ａ、Ｂ、Ｃ三点都在球面上，Ａ、Ｂ两点和Ａ、Ｃ两 

点的球面距离都是 ，Ｂ、Ｃ两点的球面距离是 ，则二面角Ｂ—ＯＡ—Ｃ的的大小是（   ） 

         Ａ        Ｂ       Ｃ         Ｄ  

 A O CD  45

 B P

60BOP  A P

2
arccos

4
R

4

R 3
arccos

3
R

3

R

P  3

4



3



4



3



2

 2

3



B

C

D

A

N
M

O


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【训练题】 

1.下列说法正确的是(      )  

A.经过球面上两点有且仅有一个大圆；   B.经过球面上两点有无数个大圆； 

C.经过球面上两点有且仅有一个小圆；   D.经过球面上两点可能没有小圆. 

 

2、长方体 1 1 1 1ABCD A B C D 的 8个顶点在同一个球面上，且 12, 3, 1AB AD AA   ，

如图所示，则顶点 ,A B间的球面距离是(      ) 

A.2 2         B. 2           C.
2

2


            D.

2

4


 

3、设地球半径为 R，地球上 A、B两点都在北纬 45º的纬线上，A、B两点的球面距离是
3


R，

A 在东经 20º，求 B点的位置。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4、（2002 年第六届北京高中数学知识应用竞赛试题）北京时间 2002 年 9 月 27 日 14 点，国

航 CA981 航班从首都国际机场准时起飞，当地时间 9 月 27 日 15 点 30 分，该航班正点平稳

降落在纽约肯尼迪机场；北京时间 10 月 1 日 19 点 14 分，CA982 航班在经过 13 个小时的飞

行后，准点降落在北京首都国际机场，至此国航北京--纽约直飞首航成功完成。这是中国承

运人第一次经极地经营北京--纽约直飞航线。从北京至纽约原来的航线飞经上海（北纬 31 ，

东经 122 ）东京（北纬 36 ，东经 140 ）和旧金山（北纬 37 ，西经 123 ）等处，如果飞

机飞行的高度为 10 千米，并假设地球是半径为 6371 千米的球体，试分析计算新航线的空中

航程较原航线缩短了多少。 
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第十三讲 排列组合 

【知识梳理】 

1、排列，排列数： 

从 n 个不同的元素中取出 m(m≤n)个元素的所有排列的个数，叫做从 n 个不同的元素中

取出 m个元素的排列数。用符号 n

mP 表示。 

2、排列数公式： 

!
( 1)( 2) ( 1) ( , *, )

( )!

m

n

n
P n n n n m m n N m n

n m
       


 

3、组合，组合数: 

从 n 个不同元素中取出 m(m≤n)个元素的所有组合的个数，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个

元素的组合数，用符合 m

nC 表示. 

组合数公式为
! ( 1)( 2) ( 1)

( , *, )
!( )! !

m
m n
n m

m

P n n n n n m
C m n N m n

P m n m m

   
    


,

规定 0 1n

n nC C  . 

组合数的性质 

性质一、C m

n =C mn

n

    

性质二、C m

n 1 =C m

n +C 1m

n  

4、解决排列组合问题常见的解题方法有： 

直接法，间接法，捆绑法，插空法，元素优先法等。 

【例题解析】 

1、制作某工件需要三道工序，第一道有 5 人会做，第二道有 6 人会做，第三道有 7 人会做，

现要制作这个工件，有多少种不同的选法？ 

2、3 名同学分别从英语和日语中选学一门外语课程，则不同的选法有多少种？ 

3、有 10 本不同的书，三个人去借，每人借一本，有多少种不同的借法？ 

4、 4 封不同的信投入 3 个不同的箱子，若每个箱子至少投一封信，共有多少种不同的投法？ 

5、用 0、1、2、3、4、5 这六个数字可以组成多少个没有重复数字的三位数？ 

6、540 的不同正约数共有多少个？ 
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7.用数字 0、1、2、3、4 组成没有重复数字的五位数，则其中数字 1、2 相邻的偶数有多少

个？ 

8、从 1 到 200 的自然数中，各个数位上都不含有数字 7 的数有多少个？ 

9、若直线方程 0ax by  的系数 a 、b 可以从 0、1、2、3、5、8 这六个数中取不同的值，

则这些方程所表示的不同直线有多少条？ 

10、如图，用 5 种不同的颜色给图中的 A、B、C、D 四个矩形区域中涂色，如果每个区域只

能图一种颜色，相邻区域颜色不同，共有多少种不同的涂色方法？ 

 

11、用红、黄、蓝三种颜色分别去涂图中标号为 1,2,3,…9 的个 9 小正方形（如右图），需满

足任意相邻（有公共边的）小正方形涂颜色都不相同，且标号“1、5、9”的小正方形涂相

同的颜色，则符合条件的所有涂法共有             种． 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

12、乘积 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4 5( )( )( )a a a a b b b c c c c c         展开后共有多少项？ 

 

13、七名班委进行分工，每人一职，甲乙两人不宜当班长，丙丁不宜任文娱委员，则分工方

案有多少种？ 

 

 

14、从 1 到 9 这 9 个正整数中任取两个不同的数，分别作为一个对数的真数和底数，一共可



                                                                        华询教育春季班 

41 
 

以得到多少个不同的对数值？ 

 

15、用数字2,3组成四位数，且数字2,3至少都出现一次，这样的四位数共有多少个（用数

字作答）？ 

 

16、由数字1,2,3,4,  

(1) 可组成多少个 3 位数； 

(2)可组成多少个没有重复数字的 3 位数； 

 

 

17、某植物研究所共有 14 名科研人员，其中 6 名是女性. 现要选出男、女科研人员各一名

去支援西部开发建设，有多少种选法？ 

 

 

 

18、在一块并排的 10 垄田地中，选择两垄分别种植 A 、B 两种作物，每种种植一垄，为有

利于作物生长，要求 A 、 B 两种作物的间隔不少于 6 垄，不同的选法共有多少种？ 

 

 

19、写出从 a 、b 、 c 、d 四个元素中任意取出两个元素的所有排列. 

 

 

 

20、若

1
*1

1

1

2 42( ),
m

m

m

m

P
m N

P









   则 ______ .m   
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21、记者要为 5 名志愿者和他们帮助的 2 位老人拍照，要求排成一排，2 位老人相邻但不排

在两端，不同的排法共有多少种？ 

 

 

 

 

22、有 5 个座位连成一排，安排 2 人就座，有且只有两个空位相邻的不同坐法有多少种？ 

 

 

23、某地奥运火炬接力传递路线共分 6 段，传递活动分别由 6 名火炬手完成. 如果第一棒火

炬手只能从甲、乙、丙三人中产生，最后一棒火炬手只能从甲、乙两人中产生，则不同的传

递方案共有多少种？ 

 

 

 

24、经过三棱锥的各顶点可以连结多少条线段？多少条有向线段？ 

 

 

 

25、从 4 名男生和 3 名女生中选出 4 人参加某个座谈会，若这 4 人中必须既有男生又有女生，

那么有多少种不同的方法？ 

 

 

 

26、某校开设 9 门课程供学生选修，其中 A 、B 、C 三门由于上课时间相同，至多选一门，

学校规定每位同学选修 4 门，共有多少种不同的选修方案. 

 

 

 

27、某校有 6 间不同的电脑室，每天晚上至少开放 2 间，欲求不同方案的种数，四位同学分
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别给出下列四个答案：① 2

6 ;C ② 3 4 5 6

6 6 6 62 ;C C C C   ③
62 7; ④ 2

6 .P 其中正确的答案是 

( )A 仅有①        ( )B 仅有②        ( )C ②和③         ( )D 仅有③ 

28、从 4 件不同的美术作品中，选出三件分别送至三个展馆中陈列展出一件，如果有一件作

品必须送展，则不同的送展方法有多少种？ 

 

 

 

 

29、特奥会期间，某高中有 14 名志愿者参加接待工作. 若每天排早、中、晚三班，每班 4

人，每人每天最多值一班，则开幕式当天不同的排班种数为多少种？ 

 

 

 

 

30、从一副扑克牌（52 张）种任取 4 张，恰有两种花色各两张的不同取法有多少种？ 

 

 

31、2 位老师与 6 位同学排成一排拍照，求： 

(1) 共有多少种不同的排法； (2) 2 位老师必须相邻，共有多少种排法； 

(3) 2 位老师必须隔开，共有多少种不同的排法. 

 

 

 

32、已知集合 {2}, {1,3}, {0, 1,4},A B C    从这三个集合中各取一个元素构成空间直角

坐标系中点的坐标，则满足条件的不同点的个数为多少个？ 

 

 

 

33、某工程队有 6 项工程需要单独完成，其中工程乙必须在工程甲完成后才能进行，工程丙

必须在工程乙完成后才能进行，工程丁必须在工程丙完成后才能进行.那么安排这 6 项工程
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的不同排法种数是多少种？ 

 

 

34、同室四人各写一张贺卡，先集中起来，然后每人从中拿一张别人送出的贺卡，则四张贺

卡的不同分配方式有多少种？ 

 
 

35、在平面直角坐标系中，从六个点： (0,0)A 、 (2,0)B 、 (1,1)C 、 (0,2)D 、 (2,2)E 、 (3,3)F

中任取三个，这三点能构成三角形的个数是多少个？ 

 

 

 

36、顺次连结正方体 ' ' ' 'ABCD A B C D 的任意三个顶点，所得三角形恰为直角三角形的

个数为多少个？ 

 

 

 

37、某书店有 11 种杂志，2 元 1 本的 8 种，1 元 1 本的 3 种. 小张用 10 元钱买杂志（每种

至多买一本，10 元钱刚好用完），则不同买法的种数是多少种？ 

 

 

 

38、某校要求每位学生从 7 门选修课程中选修 4 门，其中甲乙两门课程不能都选，则不同的

选课方案有___________种．（以数字作答） 

39、甲、乙、丙、丁、戊 5 名学生进行某种劳动技术比赛，决出了第一名到第五名的名次，

甲乙两名参赛者去询问成绩，回答者对甲说：“很遗憾，你和乙都未拿到冠军.”对乙说：“你

当然不会是最差的.”从这个回答分析，五人的名次排列共可能有多少种不同的情况. 

 

 

 

 

 

【训练题】 
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1、5 位旅客可以在 3 个旅馆任意选择 1 个住宿，共有多少种不同的住宿方法？ 

 

 

2、某外商计划在四个候选城市投资 3 个不同的项目，且在同一个城市投资的项目不超过 2

个，则该外商不同的投资方案有多少种？ 

 

3、从1,2, ,10 这 10 个自然数中，每次取出不同两个，使它们的乘积是 6 的倍数，这不同

的取法有多少种？ 

 

4、某通讯公司推出一组手机卡号码，卡号的前七位数字固定，从“ 0000 ”到

“ 9999 ”共有 10000 个号码.公司规定：凡卡号的后四位带有数字“4”或“7”

的一律作为“优惠卡”，则这组号码中“优惠卡”的个数为多少个？ 

 

 

 

5、某校安排 5 个班到 4 个工厂进行社会实践，每个班去一个工厂，每个工厂至少安排一个

班，不同的安排方法共有多少种？ 

 

 

6、从正方体的六个面中任取三个面，有且只有两个面相邻的取法有多少种？ 

 

7、8 名学生和 2 位教师站成一排合影，2 位教师不相邻的排法种数为……（  ） 

A、 8 2

8 9P P     B、 8 2

8 9P C    C、 8 2

8 7P P    D、 8 2

8 7P C  

8、由 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9 这十个数字可以组成没有重复数字且不能被 5 整除

的四位数的个数是多少个？ 
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9、现有甲、乙、丙三个盒子，其中每个盒子中都装有标号分别为 1、2、3、4、5、6 的六张

卡片，现从甲、乙、丙三个盒子中依次各取一张卡片使得卡片上的标号恰好成等差数列的取

法为多少种？ 

 

 

 

 

第十四讲 二项式定理 

【知识梳理】 

1．二项式定理： 

0 1( ) ( )n n n r n r r n n

n n n na b C a C a b C a b C b n N         ， 

2．二项展开式的通项公式： 1

r n r r

r nT C a b

  ,二项式系数：
r

nC .项的系数：二项式系数与

数字系数的积 

3．二项式系数的性质： 

（1）对称性．与首末两端“等距离”的两个二项式系数相等（∵
m n m

n nC C  ）． 

（2）增减性与最大值： 

若 n为偶数，中间一项（第
2

n
＋1项）的二项式系数最大；若 n为奇数，中间两项（第

2

1n

和
2

1n
＋1项）的二项式系数最大. 

4.各二项式系数和：
0 1 2 2 ;n n

n n n nC C C C     

5． 二项展开式的系数 0 1 2 3, , , , , na a a a a 的性质及赋值法. 

【例题解析】 

1．若
5)1( ax 的展开式中

3x 的系数是 80，则实数 a 的值是 （     ） 

A． 2           B. - 2             C. 
3 4             D. 22  

2． 1 2 3 4 5

6 6 6 6 6C C C C C    的值为（  ） 

A．61            B．62        C．63             D．64 
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3．若

n

x
x 










1
2 展开式中含

2

1

x
项的系数与含

4

1

x
项的系数之比为 5，则 n 等于(       ) 

A. 4         B. 6      C. 8           D. 10 

4、在      
5 6 7

1 1 1x x x     的展开式中，
4x 的系数是通项公式为 3 5na n  的数列

的            。 

5.已知
1

3

n

x
x

 
 

 
展开式中偶数项二项式系数和比  

2n
a b 展开式中奇数项二项式系数

和小120，求：
1

3

n

x
x

 
 

 
展开式中第 3 项的系数; 

 

 

6. 在二项式 nx)2
2

1
(  的展开式中，若第 5 项，第 6 项与第 7 项的二项式系数成等差数列，

求展开式中二项式系数最大的项； 

 

 

7．在 的展开式中， 的系数为          (用数字作答). 

8、已知
3

2

2
( )nx

x

 展开式中偶数项的二项式系数之和为 256，求 x 的系数及其二项式系数． 

 

 

9、设  2,3,4,na n  是  3
n

x 的展开式中 x 的一次项的系数，则
2 3 18

2 3 18

3 3 3

a a a
   的

值为__________。 

10、已知数列 na 是等比数列， 1 1a  ，公比 q 是

4

2

1

4
x

x

 
 

 
的展开式的第二项（按 x 的

降幂排列） 

（1）求数列 na 的通项 na 与前 n 项和 nS ； 

（2）若 1 2

1 2

n

n n n n nA C S C S C S    ，求 nA 。 

3 2 3(1 ) (1 ) (1 )x x x     x
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【训练题】 

1.

7

3 1
2x

x

 
 

 
的展开式中常数项是 

A.14     B.－14    C.42     D.－42 

2. 2 4 6 2 2

2 2 2 2 2

k n

n n n n nC C C C C    的值为                                     

（    ） 

A. 2n
           B.

2 12 n
               C.

12n
            D.

2 12 1n   

3.已知
3

1
n

x x
x

 
 

 
的展开式中各项系数的和是 128，则展开式中 x5 的系数是

_____________.（以数字作答） 

4. 设  
4

2 3x  = 2 3 4

0 1 2 3 4a a x a x a x a x    ，则 0 1 2 3a a a a   的值为（    ） 

A.1    B.16      C.-15      D.15 

5．已知  
9

1 3x = 2 9

0 1 2 9a a x a x a x    ，则 0 1 9a a a   等于（    ） 

A.29         B.49         C.39         D.1 

6.若 *Nn ，则 n

nC 3
0

11
3n

nC  …… + nn

n

n
C )1(3)1(

11 
 03C

n

n
的值是      ． 

7.求
302 除以 9所得的余数. 
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第十六讲 空间向量 

【知识梳理】 

1.空间向量的有关概念及线性运算 

空间向量的大小模，零向量，平行向量 

空间向量的加法与数乘向量运算律： 

2.空间向量的有关定理 

3.空间向量的数量积       4.平面的法向量 

5.空间的角 

①若异面直线 1 2,l l 的方向向量为 1 2,u u ，； 1l 与 2l 所成的角为 ，则
1 2cos cos ,u u     

②已知直线 l 的方向向量为 v ，平面 的法向量u ， l 与平面 的夹角为 ，则

sin cos ,u v     

③ 已知二面角 l   的两个面 和 的法向量分别为v ，u ，则 ,u v 与该二面角相等

或互补； 

cos  1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

x x y y z z

x y z x y z

 

   
． 

3．空间的距离 

若平面 的一个法向量为u ，P 是平面 外一点，A 是 内任一点，则点 P 到平面 的距

离
PA u

d
u

  



                                                                        华询教育春季班 

50 
 

【例题解析】 

1 、 在 平 行 六 面 体 1 1 1 1ABCD A B C D 中 ， M 为 AC 与 BD 的 交 点 ， 若

1 1 1 1 1, ,A B a A D b A A c   .则下列向量中与 1B M 相等的向量是（  ）. 

   （A）
1 1

2 2
a b c             （B）

1 1

2 2
a b c   

   （C）
1 1

2 2
a b c   （D）

1 1

2 2
a b c    

2、棱长为a 的正四面体中，则 ___AB BC AC BD    . 

3、向量a b c、、两两垂直，且 1, 2a c b   ， p a b c   ，则 p 与a 的夹角是__. 

4 、 平 行 六 面 体 1 1 1 1ABCD A B C D 的 棱 长 均 为 2 ，

1 1 1 1 1 1 1 120B A D AA B AA D    ，则 1 _____,AC   

1 1 _____B C A  . 

5、若 2( ,1, 2), (1, ,2 )a x b x x    ，且 a 与b 的夹角为钝角，

则 x 的取值范围是__. 

6、已知3 2 ( 2,0,4), ( 2,1,2)a b c     ， , 4a c m b   ， 为b 与 c所成的角. 

（1）当 2m  时，求 的值； 

（2）当m 为何值时， 的值最大？并求出此时b 的坐班. 

 

 

 

7 、棱长为 a 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，在棱 1DD 上是否存在点 P ，使得

1B D P A C面 ？ 

 

 

 

8 、 如 图 ， 直 三 棱 柱 1 1 1ABC A B C ， 1CA CB  ，
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190 , 2BCA AA   ， M N、 分别为 1 1 1A B A A、 的中点. 

（1）求BN 的长； 

（2）求 1 1BA CB、 所成的角的余弦值； 

（3）求证： 1 1A B C M . 

 

9、已知直三棱柱 1 1 1A B C ABC 中， 90ACB  ，点 1 1,D E 分别是 1 1 1 1,A B AC 的中点，若

1BC CA CC  ，则 1BD 与 1AE 所成角的余弦值是________. 

 

10、已知在直棱柱 1 1 1A B C ABC 中， 90ACB  ， 1 4, 4, 3AA AC BC   ，D为 1 1A B

的中点，求 AC 与 BD 所成角的大小. 

 

 

 

11、在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，过顶点 1, ,B D C 作截面，则二面角 1B DC C  的大

小是__________（用反三角函数表示）. 

12、在矩形 ABCD中， 3, 4AB AD  ， PA ABCD平面 ，
4 3

5
PA  ，那么二面角

A BD P  的大小为________. 

13、在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 1A B 与平面 1 1A B CD 所成角的大小是_____. 

14、若 P 为正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中棱 1 1A B 的中点，则截面 1PC D 和平面 1 1AA B B所成

二面角的正切值为________. 

15、已知三棱锥P ABC 中，PA PBC平面 ， 2, 4PA PB PC   ， 120BPC  ，

求二面角B AC P  的大小. 

 

 

16、已知正三棱柱 1 1 1ABC A B C 的底面边长为 1，高为 ( 2)h h  ，动点M 在侧棱 1BB 上移
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动，设 AM 与侧面 1 1BB C C 所成的角为 . 

（1）当 [30 ,45 ]  时，求点M 到平面 ABC 的距离的取值范围； 

（2）当 30  时，求向量 AM 与BC 夹角的大小. 

 

 

【训练题】 

1、已知空间四边形 ABCD中， ,AB a CD b  ，对角线 AC BD、 的中点分别为 E F、 ，

则 ______EF  . 

2、 Rt ABC 中， 90B  ， P 为面 ABC 外一点，且 PA ABC面 ， F 为 PB的中点，

G 为 PBC 的重心，若FG xAB yAC zAP   ，则 ____, ____, ____ .x y z    

3、已知a b、是空间两非零向量， 3a b 与7 5a b 垂直，且 4a b 与7 2a b 垂直，则向量

a b、的夹角大小为________. 

4、若 (2 , 1,4), (1,3 ,6)a x b y   ，如果a 与b 为共线向量，则 ___, ___x y  . 

5、已知 (3,2,1) (1,0,4)A B . 

（1）求线段 AB 的中点坐标和长度； 

（2）若直线 AB 与 xOy 平面相交与点C ，求点C 的坐标； 

（3）若 z轴上有一点 P 到 A B、 两点距离相等，求点 P 的坐标. 

 

 

 

 

6、如图，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， ,E F 分别为棱 1 1,A B BC 的中点，若d 是直线EF

的方向向量，且 6d  ，则 ____d  . 

7、已知 (2,2,1), (4,5,3)AB AC  ，则平面 ABC 的单位法向量为_______. 
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8、已知平面 经过点 (3,1, 1,), (1, 1,0)A B  ，且平行与向量 ( 1,0,2)d   ，求平面 的一

个法向量. 

 

 

 

 

9、在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 1 1AA AD  ， 2AB  ，E 是 AB 的中点，则 1AA 与

1D E 所成角的大小是_____. 

10、平面 的一个法向量为 ( ,0,1)m a ，直线 l 的一个方向向量为 (3, 4,5)n   ，若直线 l

与平面 所成角为30 ，则正数 _____a  . 

11、在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， ,E F 分别是 ,BC CD 的中点，则直线 1A D 与平面

1 1EFD B 所成角的大小为_______. 

12、在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 12, 1, 1AB AD AA   ，则直线 1BC 与平面 1D AC

的距离为_______. 

 

 

第十七讲 概率统计 

【知识梳理】 

1.随机事件的概率 

①试验  ②事件 

2.古典概率模型 

（1）一次试验所有的基本事件只有有限个； 

（2）每个基本事件出现的可能性相等，这样两个特点的概率模型叫做古典概型 

3.频率与概率 

平均数   中位数   众  数   

4.总体和样本 

2 2 2
2 1 2( ) ( ) ( )Nx x x

N

  


     
 ，其平方根 称为总体标准差  
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5.抽样技术 

（1）随机抽样（2）系统抽样（3）分层抽样 

6.统计估计 

可以用样本的标准差
2 2 2

1 2( ) ( ) ( )

1

nx x x x x x
s

n

     



 

作为总体标准差的点估计值．  

 

【例题解析】 

1、一枚硬币连掷3次，只有一次出现正面的概率为           。 

2、若某学校要从5名男生和 2 名女生中选出3人作为上海世博会的志愿者，则选出的志

愿者中男女生均不少于1名的概率是              （结果用最简分数表示）。 

3、从编号为1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,10的10个大小相同的球中任取 4 个，则所

取 4 个球的最大号码是6 的概率是           。 

4、在一个口袋中装有5个黑球和3个白球，这些球除颜色外完全相同，从中摸出3个球，

则摸出白球的个数多于黑球的个数的概率为                              （    ） 

A）
3

8
               B）

3

7
              C）

2

7
                D）

9

28
 

5、有 20 张卡片，每张卡片上分别标有两个连续的自然数 , 1k k  ，其中 0,1,2, ,19k  ；

从这20张卡片中任取一张，记事件“该卡片上两个数的各位数字之和（例如：若取到标有

9,10 的卡片，则卡片上两个数的各位数字之和为 9 1 0 10   ）不小于14 ”为 A ，则

 P A  _         _。 

6、若随机从集合 2 3 102, 2 , 2 , , 2 中选出两个不同的元素 a b、 ，则 loga b 为整数的概率

为__________。 

7、袋中装有大小均匀分别写有1,2,3,4,5五个号码的小球各一个，现从中有放回地任取三球，

求下列事件的概率； 

（1）三球号码完全不同；（2）三球号码中不含 4 和5； 

（3）三球号码数 2 恰好出现两次。 

 

 

8、一个单位有职工800人，其中具有高级职称的160人，具有中级职称的320人，具有初
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级职称的200人，其余人员120人、为了解职工收入情况，决定采用分层抽样的方法，从中

抽取容量为40的样本，则从上述各层中依次抽取的人数分别是________。 

9、从长度分别为 2,3,4,5的四条线段中任意取出三条，以这三条线段为边可以成三角形的

概率是      。 

10、从5张10元，3张200元，2 张300元的奥运预赛门票中任取3张，则所取3张中至少

有 2 张价格相同的概率为           。 

11、若三个数 1 2 3, ,a a a 的方差为1，则 1 2 33 2,3 2,3 2a a a   的方差为        。 

12、为了解学生身高情况，某校以10% 的比例对全校700 名学生按性别进行分层抽样调查，

测得身高情况的统计图如下： 

（1）估计该校男生的人数；  

（2）估计该校学生身高在170 185cm之间的概率； 

（3）从样本中身高在 165 180cm 之间的女生中任选 2 人，求至少有 1 人身高在

170 180cm之间的概率。 

 

 

 

 

 

13、在某地的奥运火炬传递活动中，有编号为1,2,3, ,18的18名火炬手、若从中任选3人，

则选出的火炬手的编号能组成以3为公差的等差数列的概率为             （    ） 

A）
1

51
              B）

1

68
              C）

1

306
          D）

1

408
 

14、在教室内有10个学生，分别佩带着从1号到10号的校徽，任意取3人记录其校徽的号

码；（1）求最小号码为5的概率；（2）求3个号码中至多有一个是偶数的概率； 

（3）求3个号码之和不超过9的概率。 
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15、某农场计划种植某种新作物，为此对这种作物的两个品种（分别称为品种家和品

种乙）进行田间试验、选取两大块地，每大块地分成 n 小块地，在总共2n小块地中，

随机选 n 小块地种植品种甲，另外 n 小块地种植品种乙； 

（1）假设 2n  ，求第一大块地都种植品种甲的概率； 

（2）试验时每大块地分成8小块，即 8n  ，试验结束后得到品种甲和品种乙在个小块

地上的每公顷产量（单位：
2/kg hm ）如下表： 

品种甲 403  397  390  404  388  400  412  406  

品种乙 419  403  412  418  408  423  400  413  

分别求品种甲和品种乙的每公顷产量的样本平均数和样本方差；根据试验结果，你认为应该

种植哪一品种？ 

 

 

 

 

【训练题】 

1、从 1,2,3,4,5 中随机选取一个数为 a ，从 1,2,3 中随机选取一个数为b ，则b a 的概

率是          。  

2、2012年伦敦奥运会我国将派5名正式运动员和3名替补运动员参加体操比赛，最终将有

3人上场比赛，其中甲、乙两名替补运动员均不上场比赛的概率是_        __。 

3、从1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,10这10个数中任意抽取三个数，其中至少有两个数是连续

整数的概率是           。 

4、有一组统计数据共10个 ，它们是：2,4,4,5,5,6,7,8,9, x，已知这组数据的平均数为6 ，

则这组数据的方差为            。 

5、某高中在校学生2000人，高一级与高二级人数相同并都比高三级多1人，为了响应“阳

光体育运动”号召，学校举行了“元旦”跑步和登山比赛活动、每个人都参加而且只参与了

其中一项比赛，各年级参与比赛人数情况如下表： 

 高一级 高二级 高三级 
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跑步 a  b  c  

登山 x  y  z  

其中 : : 2 :3:5a b c  ，全校参与登山的人数占总人数的
2

5
，为了了解学生对本次活动的满

意程度，从中抽取了一个200人的样本进行调查，则高二级参与跑步的学生中应抽取（     ） 

A）36人         B）60 人            C）24 人            D）30人 

 

 

第十八讲 期末复习 

【知识梳理】 

立体几何、空间向量、二项式定理、排列组合、概率统计 

【例题解析】 

1、如果圆锥的底面圆半径长为1，母线长为 2 ，则该圆锥的侧面积为___________． 

2、某校开设9门课程供学生选修，其中 A B C、 、 三门由于上课时间相同，至多选一

门；学校规定，每位同学选修 4 门，共有________种不同的选修方案。  

3、在棱长为 a 的正四面体中，相对两条棱间的距离为_______。  

4、与不共面的四点距离都相等的平面共有___    _个。 

5、一个长方体共一个顶点的三个面的面积分别是 2 3 6， ， ，则长方体对角线的长是    。 

6、在正三棱锥中 

（1）若底面边长为 3 ，侧棱长为 2 ，则其高为    。 

（2）若侧棱长与底面边长之比为2:3，则高与斜高之比等于     。 

（3）若面边长为 a ，侧棱与底面所成的角是 045 ，则其斜高等于     。 

（4）若棱长都是 a ，则以各侧面各中心为顶点的三角形面积等于     。 

（5）若侧棱长为 5cm，底面边为2cm，则侧面与底面所成的二面角为     。 

7、由1,2,3,4,5,6 组成没有重复数字且1,3都不与5相邻的六位偶数的个数是   （    ） 

A）72               B）96               C）108              D）144  

8、如果四棱锥的四条侧棱都相等，就称它为“等腰四棱锥”，四条侧棱称为它的腰，以下 4

个命题中，假命题．．．是（   ） 

A）等腰四棱锥的腰与底面所成的角都相等   

B）等腰四棱锥的侧面与底面所成的二面角都相等或互补 
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C）等腰四棱锥的底面四边形必存在外接圆 

D）等腰四棱锥的各顶点必在同一球面上 

9、有 4 名男生、5名女生，全体排成一行，问下列情形各有多少种不同的排法？ 

（1）甲不在中间也不在两端；（2）甲、乙两人必须排在两端； 

（3）男、女生分别排在一起；（4）男女相间； 

（5）甲、乙、丙三人从左到右顺序保持一定。 

 

10、某企业有3个分厂生产同一种电子产品，第一、二、三分厂的产量之比为1: 2 :1，用分

层   抽样方法（每个分厂的产品为一层）从3个分厂生产的电子产品中共取100件作使用

寿命的测试，由所得的测试结果算得从第一、二、三分厂取出的产品的使用寿命的平均值分

别为980 ,1020 ,1032h h h，则抽取的100件产品的使用寿命的平均值为              。 

11、从集合 1,2,3, ,10 中，选出由5个数组成的子集，使得这5个数中的任何两个数的和

不等于11，则这样的子集共有________。  

 

12、从某小学随机抽取100名同学，将他们的身高（单位：厘米）数据绘制成频率分布直方

图（如图）。由图中数据可知a          ；若要从身高在 120,130 ， 130,140 ， 140,150

三组内的学生中，用分层抽样的方法选取18人参加一项活动，则从身高在 140,150 内的学

生中选取的人数应为         。 

 

 

 

13、某电脑用户计划使用不超过500元的资金购买单价分别为60 元的单片软件和70 元的盒

装磁盘；根据需要，软件至少买3张，磁盘至少买 2 盒；则不同的选购方式共有多少种？ 

 

14、在  
20

4 3x y 的展开式中，系数为有理数的项共有________项。  

 

15、在甲、乙等6 个单位参加的一次“唱读讲传”演出活动中，每个单位的节目集中安排在

一起，若采用抽签的方式随机确定各单位的演出顺序（序号为1,2, ,6），求： 
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（1）甲、乙两单位的演出序号均为偶数的概率； 

（2）甲、乙两单位的演出序号不相邻的概率。 

 

 

 

 

 

 

16、如图，在三棱锥 D AEF 中， 1 1 1, ,A B C 分别是  

, ,DA DE DF 的中点， ,B C 分别是 ,AE AF 的中点，设

三棱柱 1 1 1ABC A B C 的体积为 1V ，三棱锥 D AEF 的体

积为 2V ，则 1 2V V  __________． 

 

17、如图 1，一个正四棱柱形的密闭容器水平放置，其底部镶嵌了同底的正四棱锥形实心装

饰块，容器内盛有 a 升水时，水面恰好经过正四棱锥的顶点 P ，如果将容器倒置，水面也

恰好过点 P （图 2）； 

有下列四个命题： 

（1）正四棱锥的高等于正四棱柱高的一半 

（2）将容器侧面水平放置时，水面也恰好过点 P  

（3）任意摆放该容器，当水面静止时，水面都恰好经过点 P （4）若往容器内再注入 a 升

水，则容器恰好能装满其中真命题的代号是     。（写出所有真命题的代号） 

18．如图，圆锥的底面半径 2OA  ，高 6PO  ，点C 是底面直径 AB 所对弧的中点，点 D

是母线 PA 的中点． 

（1）求圆锥的侧面积与体积；（2）求异面直线CD与 AB 所成角的

大小（结果用反三角函数表示）． 

 

 

 

 

 

19.如图，四棱锥 ABCDS  的底面是正方形， SD⊥平面 ABCD , aADSD  ，点 E 是

线段 SD上任意一点．   （1）求证： BEAC  ； 

D

P

BA
O

C

S 

D 

B A 

C 

E 

C 

A 

D 

A1 B1 

C1 

F 

B E 
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（2）试确定点 E 的位置，使 BE 与平面 ABCD所成角的大小为 30 ． 

 

 

 

 

 

 

 

20.如图，在一个圆锥内作一个内接圆柱（圆柱的下底面在圆锥的底面上，上底面的圆在圆

锥的侧面上），圆锥的母线长为 4 ，AB 、CD是底面的两条直径，且 4AB  ，AB CD ，

圆柱与圆锥的公共点 F 恰好为其所在母线 PA 的中点，点O 是

底面的圆心． 

（1）求圆柱的侧面积； 

（2）求异面直线OF 和 PC 所成的角的大小． 

 

 

 

  

 

【训练题】 

1、已知正方体外接球的体积是
32

3
 ，那么正方体的棱长等于      。 

2、设点    1,1 1, 1A B 、 ，O 是坐标原点，将 OAB 绕 y 轴旋转一周，所得几何体的体

积为        。 

3、某同学有同样画册 2 本，同样的集邮册3本，从中取出 4 本赠送给 4 位朋友每位朋友1本，

则不同的赠送方法共有           。   

4、现安排甲、乙、丙、丁、戊5名同学参加上海世博会志愿者服务活动，每人从事翻译、

导游、礼仪、司机四项工作之一，每项工作至少有一人参加；甲、乙不会开车但能从事其他

三项工作，丙、丁、戊都能胜四项工作，则不同安排方案的种数是     （    ） 

    A）152            B）126             C）90              D）54 

 

5.如图所示，在四棱锥 ABCDP  中，底面 ABCD是矩形，

PA 底面 AB C D， E 是 PC 的中点，已知 2AB  ，

22AD ， 2PA ．求： 

（1）三角形PCD的面积； 

（2）异面直线 BC与 AE 所成的角的大小． 

F

P

A O B

C

D
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