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第 1 讲 一元二次方程根与系数关系 

一、知识梳理 

探索： 0352 2 =+− xx 这个方程的两根之和，两根之积与各项系数之间有什么关系？请猜

想？ 

问题：对于一元二次方程的一般式 )0(02 ≠=++ acbxax 是否也具备这个特征？ 

结论 1：如果 )0(02 ≠=++ acbxax 的两个根是 21, xx ，那么
a
bxx −=+ 21 ，

a
cxx =21  

结论 2：如果方程 02 =++ qpxx 的两个根是 21, xx ，那么 pxx −=+ 21 ， qxx =21 。 

二、典型例题 

例 1. 关于 x 的方程 022 =+− mxx 的一根为 2，求另一根和m 的值。 

 

 

 

例 2. 已知 βα , 是方程 0132 2 =−− xx 的两根，不解方程，求下列各式的值。 

（1）
βα
11

+    （2） )1)(1( ++ βα  

（3） 22 βα +    （4） βα −  

（5） 33 βα +  

 

 

 

例 3. 已知 21, xx 是关于 x 的方程 022 =−+ ppxx 的两个实数根且 02121 =−− xxxx 。 

（1）求证：方程总有两个实数根； 

（2）求 p 的值。 

 

 

例 4. 已知关于 x 的二次方程 05)2(2 22 =−+−− axax 有实数根， 

且两根之积等于两根之和的 2 倍，求a 的值。  
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例 5. 关于 x 的一元二次方程 0132 =++− kxx 的两根的平方和小于 5，求 k 的取值范围。 

 

 

 

例 6. 已知关于 x 的一元二次方程 03
2
1)2(2 =−+−+ mxmx  

（1）求证：无论 m 取什么实数值，这个方程总是有两个不相等的实数根。 

（2）若这个方程的两个实数根 21, xx 满足 12 21 +=+ mxx ，求 m 的值。 

 

 

 

三、巩固训练 

*1. 判断下面方程后面括号内的两个数是不是方程的两根 

（1） );2,10(,02082 −=−− xx  

（2） );
2
5,

3
2(,010196 2 −−=++ yy  

（3） )52,52(,03222 +−+=+− aa  

 

 

 

 

**2. 如果 βα , 是方程 02253 2 =−− xx 的两个实数根，求代数式
βαβα
111

++ 的值 

 

 

**3. 已知 21, xx 是关于 x 的方程 02 =++ qpxx 的两根， 1,1 21 ++ xx 是关于 x 的方程

02 =++ pqxx 的两根，求常数 qp, 的值。 

 

 

**4. 设： 0163 2 =−− aa ， 0163 2 =−− bb 且 ba > ，求
22 ba − 的值。  
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***5. 关于 x 的一元二次方程 0)2()14(3 22 =++−− mmxmx 的两实根之和等于两个实根

的倒数和，求m 的值。 

 

 

 

****6. 已知 21, xx 是关于 x 的方程 022 =++ nxmx 的两个实数根； 21, yy 是关于 y 的方程

0752 =++ myy 的两个实数根，且 2,2 2211 =−=− yxyx ，求 nm, 的值。 

 

 

 

四、课后作业 

**1. 设 21, xx 是方程 0342 2 =−+ xx 的两根，利用根与系数关系求下列各式的值。 

（1） )1)(1( 21 ++ xx                 （2）
2

1

1

2

x
x

x
x
+     

 

 

 

**2. 已知方程 0526 22 =+−+− mmxx 的一个根为 2，求另一个根以及 m 的值。 

 

 

 

***3. 已知关于 x 的方程 0)1(232 =−+− mmxx 的两根为 21, xx ，且
4
311

21

−=+
xx

， 

求 m 的值。 

 

 

 

***4. 已知关于 x 的方程 02)1(2 =+++− kxkx 的两根的平方和等于 6，求 k 的值. 

 

 

 

****5. 如果 βα , 是方程 0132 2 =−+ xx 的两个根，利用根与系数的关系，求作一个一元

二次方程使它的两个根分别等于
β

α 1
+ 和

α
β 1
+ . 
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第 2 讲 集合及其表示方法 

一、知识梳理 

1. 集合的概念 

（1）集合：把能够确切指定的一些对象组成的整体叫做集合，简称集。 

（2）元素：集合中的各个对象。 

    对于一个给定的集合，集合中的元素是确定的 

集合用大写的英文字母表示，集合中的元素用小写的英文字母表示 

2. 集合的表示法 

（1）列举法：将集合中的元素一一列出来（不考虑元素的顺序），并且写在大括号内，这种

表示集合的方法叫做列举法； 

（2）描述法：在大括号内先写出这个集合的元素的一般形式，再划一条竖线，在竖线后面

写上集合中元素所共同具有的特性，即： { }A x x p= 满足的性质 ，这种表示集合的

方法叫做描述法.  

3．集合的性质 

（1）确定性：组成集合的对象必须是“确切”的，又是人为指定的 

（2）互异性：集合中的元素各不相同，不重复出现 

（3）无序性：{1，2，3}、{1，3，2}、{3，2，1}表示同一集合 

3．元素与集合的关系 

  如果a 是集合 A 的元素，就说a 属于集合 A，记作a A∈ .读作“a 属于 A” 

  如果a 不是集合 A 的元素，就说a 不属于集合 A，记作 a A∉ .读作“a 不属于 A” 

4．集合的种类 

    有限集：含有有限个元素的集合 

无限集：含有无限个元素的集合 

5．常用数集用特定的字母表示 

   自然数集 N；不包含 0 的自然数集 *N ；整数集 Z；有理数集 Q；实数集 R； 

以及Z Z Q Q R R+ − + − + −  

空集：不含有任何元素的集合，记作∅  

    注：1）0 是元素  ； {0} 是指这个集合中含有一个元素 0 ；{ }∅ 不是空集   
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二、典型例题 

*例 1．下列对象的全体，哪些可构成集合 

1）  上海中学年纪较大的老师             

2）  很接近 0 的数字                     

3）  著名的足球运动员                   

4）  绝对值最小的实数                   

*例 2．用符号填空 

1）0          {0}               2）0      ∅                  3）0       N    

4）0           Z                5） 2    Q 

*例 3. 下面给出的四类对象中，构成集合的是                                （     ） 

A）某班个子较高的同学      B）相当大的实数 

C）我国著名数学家          D）倒数等于它本身的数 

 

试一试：下列各项中，不可以组成集合的是  （    ） 

 A．所有的正数    B．等于 2 的数   C．接近于 0 的数  D．不等于 0 的偶数 

 

**例 4. 下列八个关系式 ①{0}=φ   ②0∈φ   ③φ ⊆ {φ }  ④φ ∈{φ }  ⑤{0}⊇ φ   

 ⑥0∉{{0}，φ } ⑦{φ }⊆ {0}   ⑧φ∈{0}其中正确的个数                 （     ） 

（A）4   （B）5   （C）6   （D）7 

 

**例 5. 用列举法表示下列集合： 

（1）不大于 10 的非负偶数集；   

（2）自然数中不大于 10 的质数集； 

（3）方程 x2+2x-15=0 的解。 

 

**例 6. 用描述法表示下列集合，并指出它们是有限集还是无限集： 

（1）所有被 2 整除的数；  

（2）坐标平面内，x 轴上的点的集合； 
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***例 7.若集合 A= 2{ ( 1) 0}x k x x k+ + − = 中只有一个元素，求 k 的值 

 

***例 8．已知： 2{3,2 1, 4 }A a a a= + + ，且5 A∈ ，求 a 的值 

 

三、巩固训练 

*1. 描述法表示下列集合： 

（1）被 5 除余 1 的正整数所构成的集合       

（2）平面直角坐标系中第一、第三象限的点构成的集合 

（3）函数
22 1y x x= − + 的图像上所有的点 

*2. 用符号∈或∉填空： 

（1）
{ }2 3 ____ 11x x <

   （2） { }2 *3____ 1,x x n n= + ∈N
 

（3）
( ) { }21,1 ____ y y x− =

   （4）
( ) ( ){ }21,1 ____ ,x y y x− =

 

 

**3. 已知集 合 

的所有元素之和为（    ） 

A．0；         B．2；          C．3；        D．6 

 

**4. 用列举法表示下列集合： 

2

(1){( , ) | 5, , }
(2){ | 2 3 0, }

x y x y x N y N
x x x x R

+ = ∈ ∈

− − = ∈  

 

 

四、拓展提高 

***1.已知集合𝐴𝐴 = {𝑥𝑥|𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 1 = 0}，如果 A =∅，求a 的取值范围. 

***2.已知集合 B={x| 2 1
2

x a
x
+

=
−

}有唯一元素，用列举法表示 a 的值构成的集合 A. 

***3．已知 A={a |
6 ,

3
N a Z

a
∈ ∈

−
}，试用列举法表示集合 A． 

***4.已知集合𝐴𝐴 = {𝑥𝑥, 2,𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 3}, 3 ∈ 𝐴𝐴,求𝑥𝑥的值. 

 

A B∗

{ } { }1,2 , 0,2A B= ={ }| , ,A B z z xy x A y B∗ = = ∈ ∈
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五、课后作业 

*1. 用符号∈或∉填空： 

（1）2______ N   （2） 2 ______ Q   （3）0____∅  

（4）0______{ }0   （5）b ______{ }, ,a b c  （6）0______ *N  

*2. 写出下列集合中的元素（并用列举法表示）： 

（1）既是质数又是偶数的整数组成的集合   

（2）大于 10 而小于 20 的合数组成的集合  

**3. 用描述法表示下列集合： 

（1）被 5 除余 1 的正整数所构成的集合   

 

（2）平面直角坐标系中第一、第三象限的点构成的集合 

 

（3）函数
22 1y x x= − + 的图像上所有的点 

 

（4）
1 2 3 4 5, , , ,
3 4 5 6 7

 
 
 

       

 

**4. 用列举法表示下列集合： 

（1） ( ){ }, | 5, ,x y x y x y+ = ∈ ∈N N   

（2）{ }2 2 3 0,x x x x− − = ∈R    

（3）{ }2 2 3 0,x x x x− + = ∈R    

（3）
12 ,

5
x x

x
 

∈ ∈ − 
N Z     

 

 

***5. 设 A={x|ax+1=0}， }02|{ 2 =−+= xxxB ，若 BA ⊆ ，求实数 a 的值。 
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第 3 讲 集合之间的包含关系 

一、知识梳理 

1.子集的概念及记法： 

如果集合 A 的任意一个元素都是集合 B 的元素，我们就说这两个集合有包含关系，则称集

合 A 为集合 B 的子集（subset）,记为_____或_____读作“_____”或“______”. 

符号语言可表示为：____________________   

 

图形语言可表示为： ___________________ 

 

注意：（1）A 是 B 的子集的含义：任意 x∈A，能推出 x∈B； 

（2）不能理解为子集 A 是 B 中的“部分元素”所组成的集合. 

2.子集的性质： 

① A⊆A ； ② A∅⊆ ； ③ ,A B B C⊆ ⊆ ,则 A C⊆  

3.真子集的概念及记法： 

如果 A B⊆ ，并且 A≠B，这时集合 A 称为集合 B 的真子集（proper set）, 

记为_____或_____读作“__________”或“__________” 

符号语言可表示为：____________________ 

4.真子集的性质： 

①∅是任何非空集合的真子集，符号表示为________________ 

②真子集具备传递性，符号表示为__________________ 

 

二、典型例题 

*例 1. 写出集合{ }的所有子集； 

 

**例 2. 确定下列每组两个集合的包含关系和相等关系： 

（1）  

（2）  
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***例 3．若集合 { } { }2 6 0 , 1 0 ,A x x x B x mx= + − = = + =  B  A，求 m 的值. 

 

 

***例 4. 设集合 ，求 a 的值. 

 

****例 5． 

（1）已知集合 { } { }2 5 , 1 2 1A x x B x m x m= − < ≤ = − + ≤ ≤ − 且 A B⊆ ， 

求实数 m 的取值范围.       

 

 

（2）已知集合 | -1 }，  

求实数 a 的取值范围是        . 

 

 

*例 6. 确定整数  

 

 

 

**例 7 . 设 ，B= , 试求集合 C，使  

 

 

**例 9.已知集合 ，求： 

（1） 的子集个数； 

（2） 的真子集个数； 

（3） 的非空真子集个数. 
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三、巩固训练 

*1. 下列命题正确的有  

① 空集没有子集； 

② 任何集合至少有两个子集； 

③ 空集是任何集合的子集； 

④ “0”是空集的一个元素. 

 

**2.（1）如果 , 

则 的关系是                . 

（2）若集合 ， 

则 A，B 之间的关系是             . 

 

**. 已知 若非空集合 ， 

求实数  

 

 

***4.已知集合

值. 

 

***5.已知 的时候，求实数 a 的取值

范围 

 

***6. 已知集合 ，  

 

***7. 已知集合 且 ，求 a 的值. 
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**8. 根据要求完成下列各题 

（1）写出满足 的所有集合  

（2）写出满足 的集合  

 

**9. 集合{1,3,5}的子集一共有_____个，真子集共有_____个，非空真子集共有_____个. 

 

***10. 已知若 若  

 

四、拓展提高 

***1. 设 A={0，1}，B={x|x⊆ A}，问 A与 B什么关系？ 

**2. 判断下列说法是否正确？ 

（1）N⊆ Z⊆ Q⊆ R；    （2）∅ ⊂ A⊂ A；  （3）{圆内接梯形}⊇{等腰梯形}；  

（4）N∈Z；        （5）∅∈{∅ }；          （6）∅ ⊆ {∅ } 

***3. 若{ } { }1,2,3 1,2,3,4A⊆ ,则 A =  

 

****4. 设数集 { } { }21, 2, , B 1,A a a a= = − ，若 AB ,求实数 a 的值 

 

****5. 求满足的个数. 

 

五、课后作业 

*1. 判断正误  

（1） 空集没有子集                                                       （    ） 

（2） 空集是任何一个集合的真子集                                          （    ） 

（3） 任一集合必有两个或两个以上子集                                     （    ） 

（4） 若 B⊆A，那么凡不属于集合 A 的元素，则必不属于 B                       （    ） 

 

 

{ } { }2 2| 1 0, | 1 0,x x x R M x x x R M
≠

+ = ∈ ⊂ ⊆ − = ∈ 的集合
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**2.集合 A＝{x｜－1＜x＜3，x∈Z}，写出 A 的真子集. 

 

 

 

**3.（1）下列命题正确的是                                              （    ） 

A.无限集的真子集是有限集                B.任何一个集合必定有两个子集 

C.自然数集是整数集的真子集              D.{1}是质数集的真子集 

 

（2）以下五个式子中，错误的个数为                                        （    ） 

① {1}∈{0，1，2}  ② {1，－3}＝{－3，1}   ③ {0，1，2}⊆ {1，0，2}    

④ ∅∈{0，1，2}   ⑤ ∅∈{0} 

A.5    B.2    C.3    D.4 

 

（3）M＝{x｜3＜x＜4}，a＝π，则下列关系正确的是                         （    ） 

A. a  M B. a ∉  M     C. {a}∈M     D. {a}  M 

 

***4. 判断如下 A 与 B 之间有怎样的包含或相等关系： 

（1）A＝{x｜x＝2k－1，k∈Z}，B＝{x｜x＝2m＋1，m∈Z} 

 

 

 

（2）A＝{x｜x＝2m，m∈Z}，B＝{x｜x＝4n，n∈Z} 

 

 

 

**5. 已知 A⊆B，A⊆C，B＝{0，1，2，3，4}，C＝{0，2，4，8}， 

则满足上述条件的集合 A 共有多少个？ 
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**6. 已知集合 P＝{x｜x2＋x－6＝0}，Q＝{x｜ax＋1＝0}满足 Q P，求 a 的值. 

 

 

 

 

***7. 已知集合 P＝{x｜x<4}，Q＝{x｜ax<1}满足 Q P，求 a 的取值范围. 

 

 

 

 

***8. 设集合 A={x|x2+4x=0，x∈R}，B={x|x2+2(a+1)x+a2-1=0，x∈R}，若 B⊆A， 

求实数 a 的取值范围． 

 

 

 

 

***9. 集合 A＝{x｜－2≤x≤5}，B＝{x｜m＋2≤x≤2m}， 

（1）若 B⊆A，求实数 m 的取值范围. 

（2）当 x∈Z 时，求 A 的非空真子集个数. 

（3）当 x∈R 时，没有元素 x 使 x∈A 与 x∈B 同时成立，求实数 m 的取值范围. 
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第 4 讲 集合的运算 

一、知识梳理 

1、交集的概念： 

由集合 A和集合 B 的所有公共元素组成的集合叫做集合 A与 B 的交集，记作 BA 。 

即： A B∩ = { x | x A∈ 且 x B∈ }； 

如： { }10,5,2,1=A ， { }15531 ，，，=B ，则 { }5,1=BA 。 

特别地：当集合 A 与集合 B 没有公共元素时，则它们的交集为空集。 

2、并集的概念： 

由所有属于集合A或者集合B的元素组成的集合叫做集合A与集合B的并集，记作 BA 。

即： A B∪ = { x | x A∈ 或 x B∈ }； 

如： { }10,5,2,1=A ， { }15531 ，，，=B ，则 { }15105321 ，，，，，=BA ； 

3、补集的概念： 

（1）全集：在研究集合与集合的关系时，若这些集合都是某个给定集合的子集，这个给定

的集合叫做全集。全集常用符号U 表示。 

（2）补集： 

设U 为全集，集合 A是U 的子集，则由集合U 中所有不属于 A 的元素组成的集合称为 A

在全集 U 中的补集，记作 ACU 。读作：集合 A 在 U 中的补集。即 

UC A={ x | ,x A x U∉ ∈ }. 

如： { }6,5,4,3,2,1=U ， { }3,1=A ，则 { }6542 ，，，=ACU 。 

4、交、并、补的性质： 

① A B∪ = B A∪ ； A B∩ = B A∩ ； A B∩ ⊆ A B∪ ； 

② A B∩ = A ⇔ A B⊆ ; A B∪ = A ⇔ B A⊆ ； 

③ U U UC A C B C∩ = ( A B∪ ); UC B = ( )UC A B∩  . 
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二、典型例题 

题型 1：交集与并集的运算 

*例 1：已知 }21{ ≤<−= xxA ，B= }02{ <≤− xx ，求 A B 。 

 

 

**例 2：（1）已知 { }2( , ) | 1,A x y y x x R= = − + ∈

{ }2( , ) | 2 1,B x y y x x x R= = − − ∈ ，求 A B 。 

 

 

（2）已知集合 M＝{y|y＝x2＋1，x∈R}，N＝{y|y＝x＋1，x∈R}，则 M∩N 等于(    ) 

A．(0，1)，(1，2)         B．{(0，1)，(1，2)}      

C．{y | y ＝1 或 y ＝2}     D．{y | y ≥ 1} 

 

 

**例 3：设集合 A={-4，2m-1, 2m }，B={9，m-5，1-m}，又 A∩B={9},求实数 m 的值. 

 

 

**例 4：已知集合 A={x|x2+px+q=0},B={x|x2−4x+r=0},且 A∩B={1},A∪B={−2,1,3}, 

求实数 p,q,r 的值。 

 

 

 

***例 5：已知集合 P＝{x|x2＋（m＋2）x＋1＝0，x∈R}，若 P∩{正实数}＝∅， 

求实数 m 的取值范围． 
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题型 2：全集与补集的运算 

*例 1：已知全集 { } { } { }, , , , , , , , , , , ,U a b c d e f A a e f B a b c e= = = ，求 A B 、 A B 、

)(, BACBCAC UUU ∩∪  

 

 

 

**例 2：若集合 A={ }2>xx ，当全集 U 分别取下列集合时，写出 CuA。 

① U= }{ Rxx ∈      ② U= }0{ ≥xx       ③ U= }2{ ≥xx  

 

 

**例 3：已知 { }3,0,1, 2U = − , { }2 , 1, 3A a a= + − , { }2UC A = ，求 a 的值。 

 

 

 

***例 4：已知集合 A、B 是全集 U＝{1，2，3，4，5，6，7，8，9}的子集，A∩B＝{2}， 

（ UA）∩（ UB）＝{1，9}，（ UA）∩B＝{4，6，8}，求 A，B． 

 

 

 

****例 5：已知 { }4321 ,,, aaaaA = ， { }2
4

2
3

2
2

2
1 ,,, aaaaB = ，其中 4321 aaaa <<< ， 1a 、

2a 、 3a 、 +∈ Na4 .若 { }41 , aaBA = ,且 1041 =+ aa ， BA 中所有元素之和为 124, 

求集合 A、B.   
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三、巩固训练 

*1. 已知 CBA ,, 是三个集合，若 CBBA ∩=∪ ，则一定有（   ）  

     A． CA ⊆            B． AC ⊆            C． AC ≠            D． φ=A  

**. 如果 U 是全集，M，P，S 是 U 的三个子集，则阴影部分所表示的集合为   （    ）  

（A）（M∩P）∩S；     

（B）（M∩P）∪S； 

（C）（M∩P）∩（CUS）  

（D）（M∩P）∪（CUS） 

 

**3. 设 BA, 是两个非空的集合，定义集合 },|{* BxAxxBA ∉∈= 且 ,依据上述规定， 

集合 ）＝（ BAA ** （   ）     

     A． BA∩            B． BA∪            C．A                D．B 

**4. 已知集合 {( , ) | 2}, {( , ) | 4}M x y x y N x y x y= + = = − = ，那么集合 NM ∩ 为          

 

**5. 设 {1,2,3,4,5,6,7,8}U = , {3,4,5}, {4,7,8}.A B= = 则:

( ) ( )U UC A C B∩ =                  , 

( ) ( )U UC A C B∪ =                       . 

**7. 某班有学生 55 人,其中音乐爱好者 34 人,体育爱好者 43 人,还有 4 人既不爱好体育也不

爱好音乐,则班级中即爱好体育又爱好音乐的有         人. 

 

 

 

**8. 设 BA, 都是不超过 9 的正整数组成的全集U 的子集， }9,1{)()( =∩ BCAC UU ，

}8,6,4{)( =∩ BACU ，求集合 BA, 。 
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四、拓展提高 

**1. 已知 { }3| <= xxA ， { |xB = >x }a ，（1） A B φ= ，（2） A B R= ； 

分别求 a 的取值范围。 

 

**2. 已知 { 1| −= xA ≤ <x }a , { }51| <≤= xxB ， BA { 1| −= x ≤ <x }5 ， 

求 a 的取值范围。 

 

 

***3. 已知 { 2| −<= xxA 或 >x }5 , { axB |= ≤ x ≤ }a+8 ， RBA =  , 求 a 的取值范围。 

 

 

****4. 已知 { 12| <<−= xxA 或 }4>x , { axB |= ≤ x ≤ }b ， { }2| −>= xxBA  ,  

{ 0|xBA = ≤ <x }1 , 求 ba、 的值。 

 

 

 

 

五、回家作业 

*1．已知全集 U＝{a，b，c，d，e，f，g，h}，A＝{c，d，e}，B＝{a，c，f}，那么集合

{b，g，h}等于（  ） 

A．A∪B  B．A∩B    C．（ UA）∪（ UB） D．（ UA）∩（ UB） 

*2．已知集合 P={a，b，c，d，e}，集合 Q P，且 )( QPa ∩∈ ， )( QPb ∩∉ ，则满足上

述条件的集合 Q 的个数为    ） 

A.7       B.8               C.15       D.24 

 

**3．已知集合 M 有 3 个真子集，集合 N 有 7 个真子集，那么 M∪N 的元素个数为  （   ） 

A.有 5 个元素   B.至多有 5 个元素     C.至少有 5 个元素   D.元素个数不能确定 
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**6．设全集 I={1，2，3，4，5}， }2,1{=∩ BCA I ，则集合 BACI ∩ 的个数为（   ） 

A.3        B.4                C.7        D.8 

**7．设 U＝{1，2，3，4，5}，若 A∩B＝{2}，（ UA）∩B＝{4}，（ UA）∩（ UB）

＝{1，5}，则下列结论正确的是（  ） 

A．3∉A 且 3∉B  B．3∉A 且 3∈B      C．3∉B 且 3∈A     D．3∈A 且 3∈B 

***8．已知集合 M＝{（x，y）|x＋y＝3}，N＝{（x，y）|x－y＝5}，那么集合 M∩N 为（  ） 

A．x＝4，y＝－1  B．（4，－1）         C．{4，－1}   D．{（4，－1）} 

***9．设集合 A＝{x|－1<x≤3}，B＝{y|y⊆A}，则 A、B 之间的关系为       （  ） 

A．B∈A       B．A⊆B              C． A∈B   D．B⊆A 

***11．已知集合 A＝{－1，1}，B＝{x|mx＝1}，且 A∪B＝A，则 m 的值为（  ） 

A．1   B．－1               C．1 或－1       D．1 或－1 或 0 

***12．若集合 P＝{x|3<x≤22}，非空集合 Q＝{x|2a＋1≤x<3a－5}，则能使 Q⊆（P∩Q）成

立的所有实数 a 的取值范围为（  ） 

A．（1，9）   B．［1，9］           C．（6，9）   D．［6，9 )  

***13．高一某班有学生 45 人，其中参加数学竞赛的有 32 人，参加物理竞赛的有 28 人，

另外有 5 人两项竞赛均不参加，则该班既参加数学竞赛又参加物理竞赛的有__________

人． 

****17．已知全集 U＝{x|－4≤x≤4，x∈Z}，A＝{－1，a2＋1，a2－3}，B＝{a－3，a－1，a

＋1}，且 A∩B＝{－2}，求 U（A∪B）． 
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第 5 讲 命题的形式和等价关系 

一、知识梳理 

1. 命题的定义：用语言、符号或式子表达的，可以判断真假的语句叫做命题。 

2. 推出关系： 

如果事件 p 成立可以推出 q 成立，就用“ p q⇒ ”表示，即以 p 为条件 q 为结论的命题是真

命题；反之该命题为假命题。 

   推出关系具有传递性 , ,α β β γ α γ⇒ ⇒ ⇒则 . 

3. 四种命题形式 

原命题：如果α ，那么β ；                     逆命题：如果β ，那么α ； 

否命题：如果α ，那么β ；                     逆否命题：如果β ，那么α . 

注意：对一个命题进行否定时，命题中的关键性词语也要否定； 

4. 等价命题：如果两个命题， ,A B B A⇒ ⇒ ，那么这两个命题互为等价命题。 

原命题⇔  逆否命题 （逆命题⇔否命题） 

5. 命题的逻辑关系：充分、必要、充要条件 

如果 A B ，那么 A是 B 的充分条件， B 是 A的必要条件。 

如果 A B ，那么 A是 B 的充要条件。 

6. 子集与推出关系.  

设 A B、 是非空集合， { }A a a α= 具有性质 ， { }B b b β= 具有性质 ，则 A B⊆ 与α β⇒

等价。 

二、典型例题 

题型 1：命题的判定、推出符号的运用 

*例 1. 下列语句中，属于命题的是 （     ）                      

（1）2 是质数；（2）这朵花多好看呀！（3）明天下午有会吗？（4）请关上门；（5） 5>+ yx ；  

**例 2. 用推出⇒ ⇐ ⇔、 、 符号连接下列事件. 

1) x N∈         2x N∈ ；           2) 2 2a b>              a b> ； 

3) 2 9x =         3 3x x= = −或 ；    4) A B U=           A U B U= =且 . 

词语 或 且 大于>  是 都是 所有的 任意一个 至少一个 至多一个 

词语的否定 且 或 不大于≤  不是 不都是 某些 某个 一个也没有 至少两个 
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题型 2：命题的四种形式及相互关系 

*例 3. 设原命题是“若 ,"00,0 ≤≤≤ baab 或则 写出它的逆命题、否命题与逆否命题；并分

别判断他们的真假  

 

**例 4. 已知命题 p ：方程
2 1 0x mx+ + = 有两个不相等的实负根，命题 q ：方程

24 4( 2) 1 0x m x+ − + = 无实根；若 p 与q 中有且仅有一个命题为真命题，求实数m 的取

值范围． 

 

题型 3：充分条件与必要条件 

**例 5. 在空格内填上“充分非必要”，“必要非充分”，“充要”，“既非充分又非必要”： 

1.“ 0>x ”是“ 1>x ”的            条件； 

2.“ 0652 ≠++ xx ”是“ 2−≠x ”的           条件； 

3.“ yx > ”是“ yx > ”的           条件； 

4.“ 0≠a ”是“方程 bax = 有唯一解”的             条件； 

5.对于集合 BA, ，“ BAx ∈ ”是“ BAx ∈ ”的              条件； 

6.对于集合 CBA ,, ，“ BA = ”是“ CBCA  = ”的             条件； 

 

**例 6. 已知 p 是 r 的充分不必要条件，s 是 r 的必要条件，q 是 s 的必要条件， 

那么 p 是 q 成立的 (      ) 

A．充分不必要条件     B．必要不充分条件      

C．充要条件     D．既不充分也不必要条件 

 

**例 7.（1）已知命题甲： 4a b+ ≠ , 命题乙: 1≠a 且 3≠a ， 

则命题甲是命题乙的        条件 

(2) 2 0x x m− + =方程 有的一个充分条件可以是             

 

 

 

http://www.xjktyg.com/wxc/
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题型 4、子集与推出关系 

**例 8. 试用子集与推出关系说明α 是β 的什么条件。 

（1） 2: −=xα ， 04: 2 =−xβ ； 

（2） 2: >xα ， 2: −<xβ  

（3） 31: ≤≤ xα ， 421: +≤≤+ mxmβ ， Rm∈  

***例 9. 已知 31: ≤≤ xα ， 421: +≤≤+ mxmβ ， Rm∈ ， 

分别求满足下列关系的实数m 的取值范围。 

（1）α 是β 的充分非必要条件；（2）α 是β 必要非充分条件； 

***例 10. 已知 Rmmxm ∈+≤≤+ ,421:α ， 33: ≤≤− xβ ，是否存在实数m ， 

使α 是β 的充分不必要条件？若存在，求出m 的取值范围，不存在，说明理由。 

 

****例 11. 设集合 { }RaaaxxA ∈++== ,422 ， { }RbbbyyB ∈+−== ,342 ； 

BxAx ∈∈ :,: βα ，试判断α 是 β 的什么条件，说明理由。 

 

三、巩固训练 

*1．给出下列四个命题：① 垂直于同一条直线的两条直线平行；②若
2 1x = ，则 1x = ± ；

③命题“两个全等的三角形面积相等”的否命题；④平行于同一平面的两条直线平行.其中真

命题有        . 

*2．命题“若 0ab = ，则 ,a b 中至少有一个为零”的逆否命题是                        .  

**3．“当 0c > 时，若a b> ，则ac bc> ”的否命题是                                 . 

**4. 已知 p 是 r 的充分非必要条件， s 是 r 的必要条件，q 是 s 的必要条件， 

那么 p 是 q 成立的 (     ) 

A．充分非必要条件  B．必要非充分条件 C．充要条件  D．既非充分也非必要条件 

**5．“ a b+ 是偶数”的           条件是“ a 和b 都是偶数”  （     ） 

A．充分非必要条件  B．必要非充分条件 C．充要条件  D．既非充分也非必要条件 
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***6. 1 1 2

2 1 2

3 6
3 9

x x x
x x x
> + > 

 > > 
是 的        条件. 

**7. 0 5x< < 是 | 2 | 3x − < 的           条件． 

**8. 方程
2 0x x m− + = 有根的一个充分非必要条件是           . 

**9.“ 062 ≠−− xx ”是“ 3≠x ”的（        ） 

A．充分非必要条件  B．必要非充分条件 C．充要条件  D．既非充分也非必要条件 

***10. 判读命题：“若a 与b 的积不是有理数，则a ，b 至少有一个不是有理数”的真假，并

说明理由． 

***11. 证明： <0ac 是关于 x 的一元二次方程
2 + + =0ax bx c 有两个不同的实数根的充分非

必要条件. 

 

四、拓展提高 

*1. 已知   a b c R∈、、 ，“ 2 4 0b ac− < ”是“函数 2( )f x ax bx c= + +  的图像恒在 x 轴上方” 

的（   ） 

.A 充分非必要条件                    .B 必要非充分条件               

.C 充要条件                          .D 既非充分又非必要条件 

 

**2. 钱大姐常说“便宜没好货”，她这句话的意思是：“不便宜”是“好货”的（   ） 

.A 充分条件                          .B 必要条件    

.C 充分必要条件                      .D 既非充分也非必要条件 

 

***3. 求证：二次方程 02 =++ cbxax 有一根为 1 的充要条件是 0=++ cba  

 

***4. 已知命题 :p 方程 2 2 2 0a x ax+ − = 在[ 1,1]− 上有解；命题 :q 只有一个实数满足不等

式 2 2 2 0x ax a+ + ≤ .若 ,p q都是假命题，求a 的取值范围. 
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五、回家作业 

*1. 判断下列命题的真假，并说明理由。 

（1） 2 是有理数；（2） 若集合 , ,A B B C≠ ∅ ⊂ 则集合 A C ≠ ∅ ； 

（3） 若一元二次方程 2 0( 0)ax bx c a+ + = ≠ 满足 0ac < ，那么这个方程有实数根； 

（4） 设 *, ,a b c N∈ ，如果 ab 是 c 的倍数，那么 a、b 中至少有一个 c 的倍数。 

*2. 下列命题为真命题的为 （   ） 

   
1 1 ,A x y
x y
= =、若 则                           2 1, 1B x x= =、若 则  

   ,C x y x y= =、若 则                         2 2,D x y x y< <、若 则  

**3. 已知 ,a b是实数，则 0 0 0 0a b a b ab> > + > >“ 且 ”是“ 且 ”的 （   ） 

   A、充分而不必要条件                          B、必要而不充分条件 

   C、充分必要条件                              D、既不充分也不必要条件 

***4. 设 x R∈ ，则
31x x x= =“ ”是“ ”的  （    ） 

   A、充分不必要条件                          B、必要不充分条件 

   C、充要条件                                D、既不充分也不必要条件 

***5. 命题“若a b＞ ，则 1a b+ ＞ ”的逆否命题是（    ） 

A、若 ba ≤+1 ，则 ba >                 B、若 ba <+1 ，则 ba >      

C、若 ba ≤+1 ，则 ba ≤                 D、若 ba <+1 ，则 ba <      

***6.命题“若一个数是负数，则他的平方是正数”的逆命题是 （   ） 

   A、“若一个数是负数，则它的平方不是正数” 

   B、“若一个数的平方是正数，则它是负数” 

   C、“若一个数不是负数，则它的平方不是正数” 

   D、“若一个数的平方不是正数，则它不是负数” 

***7. “ 0a＜ ”是方程“ 2 2 1 0ax x+ + = ”至少有一个负数根的  （    ） 

 A．必要不充分条件          B．充分不必要条件 

 C．充分必要条件               D．既不充分也不必要条件 

 

**8. 写出命题“两个有理数的和为有理数”的逆命题、否命题和逆否命题，并判断真假。 
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**9. 在空格内添入“充分非必要条件”等四种结论之一。 

（1）“ 2 4 0x − = ”是“ 2 0x − = ”的__________； 

（2）“ 1x > ”是“ 3x < ”的__________； 

（3）方程 2 0( 0)ax bx c a+ + = ≠ ，“ 0ac < ”是“方程有实根”的__________； 

（4）“ 2 2 0x y+ ≠ ”是“x、y 不全为零”的__________； 

（5）“ 2 2 1x y+ < ”是“ 1, 1x y< < ”的__________； 

（6）“ x y x y+ = + ”是“ 0xy > ”的__________； 

 

**10．设 A 是 B 的充分不必要条件，B 是 C 的充要条件，D 是 C 的必要不充分条件， 

则 D 是 A 的什么条件？ 

***11. 设 ,x y R∈ ，则 | | | | | |x y x y+ = + 成立的一个充分条件可以是                  

***12. 已知条件 : 1p x > ，条件
1: 1q
x
< ，则 p 是q 成立的 （  ） 

A、充分非必要条件                  B、必要非充分条件 

C、充要条件                        D、既非充分也非必要条件 

 

****14. 设关于 x 的实系数一元二次方程 2 0( 0)ax bx c a+ + = ≠  

（1）方程有一个正根、一个负根的充要条件是__________； 

（2）方程有两个正根的充要条件是__________； 

（3）方程有两个负根的充要条件是__________； 

（4）方程有一个正根、一根是零的充要条件是__________； 

（5）方程的两根都比 2 小的充要条件是__________。 

 

 

 

 

 

http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/
http://www.zxsx.com/�
http://www.zxsx.com/�
http://www.zxsx.com/�
http://www.zxsx.com/�
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第 6 讲 充分和必要条件、子集和推出的关系 

一、知识梳理 

（一）充分和必要条件 

1、充分条件、必要条件： 

一般的，如果命题α 成立，可以推出命题β 也成立，即α β⇒ ，那么α 叫做β 的充分

条件，同时β 叫做α 的必要条件（也就是说，为了使β 成立，具备条件α 就足够了）。 

2、充分不必要条件、必要不充分条件： 

 一般的，如果命题α 成立，可以推出命题β 也成立，且命题β 成立，推不出命题α 成

立，那么α 叫做β 的充分不必要条件，同时β 叫做α 的必要不充分条件。 

3、充要条件： 

     如果既有α β⇒ ，又有β α⇒ ，即有α β⇔ ，那么α 既是β 的充分条件，又是 β

的必要条件，则称α 是 β 的充分且必要条件，简称充要条件。 

（二）、子集与推出关系： 

1、设 { }A a a α= 具有性质 ， { }B b b β= 具有性质 ，则 A B⊆ ⇔ α β⇒ 。 

2、子集与推出关系的各种表述形式： 

已知集合 { } { }| , |A a a B b bα β= =具有性质 具有性质  

①若 ,BA⊆ 则α 是β 的充分条件；    ②若 ,A B 则α 是 β 的充分不必要条件； 

③若 ,BA ⊇ 则α 是β 的必要条件；    ④若 ,A B 则α 是 β 的必要不充分条件； 

⑤若 A B= ，则α 是 β 的充要条件；   ⑥若 ABBA ⊄⊄ , 则α 是 β 的既不充分也

不必要条件； 

3、推出关系具有传递性：若α β⇒ ， β γ⇒ ，则α γ⇒ ，若α β⇒ ，β α⇒ ，则

α β⇔ ，称α  与β 等价。 

二、例题解析 

题型 1.判断充分、必要条件 

**例 1：(1)设全集为U ，则“ φ=∩ BA ”的充要条件是“ =∩ BCA U                    ”. 
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(2)“
yxyx +=+
”是“ 0>xy ”的                          （    ） 

（A）充要条件                    （B）充分非必要条件       

（C）必要非充分条件              （D）既非充分又非必要条件 

**例 2.（1）条件“ 3≠x 或 5≠y ”是条件“ 8≠+ yx ”的什么条件？ 

（ 2）设 1a 、 1b 、 1c 、 2a 、 2b 、 2c 均为非零实数 .不等式 011
2

1 >++ cxbxa 和

022
2

2 >++ cxbxa  的解集分别为 M 和 N ,那么“ 2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

==
”是“ NM = ”的                                                      

(    )   

（A）充分非必要条件              （B）必要非充分条件       

（C）充要条件                    （D）既非充分又非必要条件 

题型 2、写出符合要求的条件 

*例 3.（1）写出 0x > 的一个必要非充分条件；  

（2）写出 0x > 的一个充分非必要条件。 

 

小结：把充要条件中的条件范围缩小得到的条件是充分不必要条件;把充要条件中的条件范

围扩大得到的条件是必要不充分条件． 

**例 4.设 { }2 4 6A y y x x= = − + ， { }B x x a= > ，若 B A⊂ ； 

（1）求a 的取值范围；（2）写出它的一个充分非必要条件。 

 

 

 

题型 3、求充要条件 

***例 5.已知实系数一元二次方程 2 0( 0)ax bx c a+ + = ≠ ，“ 2 4 0b ac− = ”是“方程 

2 0ax bx c+ + = 有两个相等的实数根”的什么条件？为什么？ 
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**例 6.已知实系数一元二次方程 ( )2 0 0ax bx c a+ + = ≠ ， 

试写出下列各条件的一个充要条件： 

（1）方程有一个正根、一个负根；  

（2）方程有两个正根；  

（3）方程有两个不同负根；  

（4）方程有一个正根、一个根为0 ；  

（5）方程有一个根大于 1、一个根小于 1。 

 

 

题型 4、证明充要条件 

**例 7.求证：二次方程 2 0ax bx c+ + = 有实根 1x = 的充要条件是 0a b c+ + = 。 

 

****例 8.已知关于 x 的实系数二次方程 02 =++ baxx 有两个实数根 βα ,  ，证明：

“
22 << βα 且
”是“

442 <+< bba 且
”的充要条件． 

 

 

题型 5、子集与推出关系 

***例 9.设 : 1 2xα − < < ； 2 2: 2 0x x aβ − − = ，若α 是 β 的必要条件，求实数a 的取值范

围。 

 

**例 10.设 :1 3, : 1 2 4,x m x m m Rα β≤ ≤ + ≤ ≤ + ∈ ，α 是 β 的充分条件，求m 的范围。 

 

 

***例 11.设 : 2 3, : 1 1,x x m x m m Rα β≤ < ≤ − > + ∈或 ，α 是β 的充分条件，求m 的范围。 

 

 



                                                                               华询教育 

30 

 

三、基础训练 

*1. 0x > ， 且 0y > 的 一 个 必 要 非 充 分 条 件 是                                          

（    ） 

A） 0xy =           B） 0x y+ >          C） 1, 1x y= =       D） 0x y− >  

*2.试用子集与推出的关系来说明α 是β 的什么条件。 

    （1） : 1xα = 且 2y = ；  : 3x yβ + =  

（2） : 0a bα + > ；      : 0, 0a bβ > >  

（3） : 0xyα >  ；       : x y x yβ + = +   

**3.从“充分而不必要条件”，“必要而不充分条件”或“充要条件”中选出适当的一种填空： 

（1） x A B∈  是 x A∈ 的    ； 

（2） x A B∈  是 x B∈ 的    ； 

（3） ( )Ux A∈  是 x U∈ 的    ； 

（4） ( )Ux A A∈  是 x A∈ 的    ； 

（5）“ A =∅”是“ A B B= ”的    ； 

（6）“ A B ”是“ A B A= ”的    ； 

（7）“ x A∈ ”是“ x A B∈  ”的     ； 

（8）“四边形的对角线互相垂直平分”是“四边形为矩形”的    ； 

（9）“四边形内接于圆”是“四边形对角互补”的    ； 

（10）设 1O ， 2O 的半径为 1r ， 2r ，则“ 1 2 1 2O O r r= + ”是“两圆外切”的  ． 

*4.写出命题 : ( 1)( 2) 0p x x− + < 的一个必要不充分条件        。  

**5.命题
: 1 3A x − <

,命题 : ( 2)( ) 0B x x a+ + < ;若 A 是 B 的充分而不必要条件,则实数

a 的取值范围是                

**6.集合
{ }52 <<−= xxA

，集合
{ }121 −≤≤+= mxmxB

，若 AB ⊆ ，且 B为非空集

合，则m 的取值范围为                  .        
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***7.求方程
2 2 1 0ax x+ + = 至少有一个负根的充要条件． 

 

 

 

***8.已知 ,a b R∈ ，求证：“关于 x 的不等式 0ax b+ > 对一切实数 x 都成立”的充要条件

是： 0, 0a b= > 。 

 

 

四、拓展提高 

*1.“ 1 3x > 且 2 3x > ”是“ 1 2 6x x+ > 且 1 2 9x x > ”的充要条件吗？若是，请说明理由； 

若不是，请给出“ 1 3x > 且 2 3x > ”的充要条件． 

 

***2.已知关于 x 的一元二次方程： 2 2 2(1) 4 4 0, (2) 4 4 4 5 0mx x x mx m m− + = − + − − =  

求方程（1）和（2）都有整数解的充要条件。（m Z∈ ） 

 

***3.已知
2 0

:
10 0

x
p x

x
 + ≥ 
  − ≤  

， :{ 1 1 , 0}q x m x m m− ≤ ≤ + > ，若 p¬ 是 q¬ 的必要不充分

条件，求实数 m的取值范围. 

 

 

 

**4.已知关于 x的方程 2(1 ) ( 2) 4 0a x a x− + + − = ， a R∈ ．求： 

（1）方程有两个正根的充要条件； 

（2）方程至少有一个正根的充要条件． 
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四、回家作业 

1.设集合 }30|{ ≤<= xxM ， }20|{ ≤<= xxN ，则“ Ma∈ ”是“ Na∈ ”的        

条件． 

2.已知 p 是 r 的充分不必要条件， s 是 r 的必要条件， q 是 s 的必要条件．那么 p 是 q 的：

（      ） 

 （A）充分不必要条件  （B）必要不充分条件  （C）充要条件  （D）既不充分也不必要

条件 

3.函数 2y ax bx c= + + ( 0)a ≠ 过原点的充要条件是           ． 

4.若 x R∈ ，则 1x > 的一个必要不充分条件是           ． 

5.用“充分不必要条件，必要不充分条件，充要条件和既不充分也不必要条件”填空. 

（1）
2,
2.

x
y
>

 >
是

4,
4.

x y
xy
+ >

 >
的___________________条件； 

（2） ( 4)( 1) 0x x− + ≥ 是
4 0
1

x
x
−

≥
+

的___________________条件； 

（3） 3x y+ ≠ 是 1x ≠ 或 2y ≠ 的___________________条件. 

6.已知命题“a b c d≥ ⇒ > ” 和“a b e f< ⇔ ≤ ”都是真命题，则“c d≤ ”是“e f≤

的         条件。 

7.设集合 { 2}M x x= > ， { 3}P x x= < ，则“ ( )x M P∈ ∪ ”是“ ( )x M P∈ ∩ ”的     条

件． 

8.已知 是 的充分条件而不是必要条件， 是 的充分条件， 是 的必要条件， 是

的必要条件。现有下列命题： 

① 是 的充要条件；② 是 的充分条件而不是必要条件；③ 是 的必要条件而不是

充分条件； ④ 的必要条件而不是充分条件；⑤ 是 的充分条件而不是必要条件， 

其中正确命题序号是                 ． 

9．已知条件 ，条件 ．若

是 的充分不必要条件，求实数 a的取值范围． 

 
 
 
 

p r q r s r q s

s q p q r q

sp ¬¬ 是 r s

2: { 1 0}p A x R x ax= ∈ + + ≤ 2: { 3 2 0}q B x R x x= ∈ − + ≤ q¬

p¬
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第 7 讲  不等式的基本性质 

一、知识梳理 

1、不等式公理 

我们知道，实数与数轴上的点是一一对应的。在数轴上不同的两点中，右边的点表示的

实数比左边的点表示的实数大。 

在右图中，点 A 表示实数 a，点 B 表示实数 b，点

A在点 B右边，那么 a＞b。 

而 a－b表示 a减去 b所得的差，由于 a＞b，则差是一个正数，即 a－b＞0。 

命题：“若 a＞b，则 a－b＞0”成立；逆命题“若 a－b＞0，则 a＞b”也正确。 

类似地：若 a＜b，则 a－b＜0；若 a＝b，则 a－b＝0。逆命题也都正确。 

结论：(1)“a＞b” “a－b＞0” 

(2)“a＝b” “a－b＝0” 

(3)“a＜b” “a－b＜0”——以上三条即为比较大小的依据：“作差比较法”。 

正负数运算性质： 

(1) 正数加正数是正数；(2) 正数乘正数是正数；(3) 正数乘负数是负数；(4) 负数乘负

数是正数。 

2、不等式的基本性质 

(1)如果 ，那么 ，如果 ，那么 ．（对称性） 

(2)如果 ，且 ，那么 ．(传递性) 

(3)如果 ，那么 ． 即 。 

(4)如果 ，且 ，那么 ．(相加法则) 

(5)如果 ，且 ，那么 ；  

如果 ，且 ，那么  

(6)如果 ．(相乘法则)  

(7)若  

(8)若  

 

 

 

⇔

⇔

⇔

a b> b a< b a< a b>

a b> b c> a c>

a b> a c b c+ > + a b a c b c> ⇒ + > +

a b> c d> a c b d+ > +

a b> 0c > ac bc>

a b> 0c < ac bc<

a b 0 c d 0 ac bd> > > > >，且 ，那么

0, ( 1)n na b a b n N n> > > ∈ >则 且

0, ( 1)n na b a b n N n> > > ∈ >则 且

A B x 
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二、例题解析 

题型 1、利用不等式的性质判断 

*例 1、若 ，则下列不等关系中不能成立的是（   ） 

A．     B．     C．      D．  

*例 2、判断下列命题是否正确，并说明理由。 

（1）若 ，则 ；（2）若 ，则 ；  

（3） ， ，则 ；（4）若 ，则 。 

 

**例 3、若 ， ， ，求证： 。 

 

 

**例 4、判断下列各命题的真假，并说明理由． 

（1）若 ，则           （2）若 ，则  

（3）若 ，则         （4）若 ，则  

（5）若 ，则    （6）若 ，则  

 

**例 5、已知三个不等式：① ；② ；③ 。以其中两个作条件，余下一

个作结论，则可组成__________个正确命题。 

 

题型 2、利用性质求不等式范围 

**例 6、已知① ；② ，求： 的取值范围． 

 

 

 

0<< ba

ba
11

>
aba
11

>
−

|||| ba > 22 ba >

0<< ba 0<< ba 0<< ba 0<< ba

0<< ba 0<< ba 0<< ba 0<< ba 0<< ba

0>> ba 0<< dc 0<e
db

e
ca

e
−

>
−

22 bcac > .ba > ba > .11
ba

<

0, << cba .
b
c

a
c
< dcba >> , .dbca −>−

caba >>> ,0 .2 bca > *,a b m N> ∈ .mm ba >

0>ab
b
d

a
c
> adbc >

11 ≤+≤− ba 31 ≤−≤ ba ba −3
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题型 3、比较大小 

*例 7、比较
2 2x y+  与 1xy x y+ + − 的大小 

 

**例 8、比较 与 的大小，其中  

 

 

 

***例 9、若 m＞0，y＞x＞0，试比较 与 的大小。 

 

 

 

**例 10、甲、乙两人连续两天去市场买青菜。甲每次买青菜的数量不变，乙每次买青菜的费

用不变。问甲、乙两人谁购买的方法比较合算？ 

 

 

 

题型 4、解含参不等式 

**例 11、解关于 x的不等式 m(x＋2)＞x＋m。 

 

 

 

三、基础训练 

*1 、 已 知 非 零 实 数 满 足 ， 则 下 列 不 等 式 成 立 的 是                               

（      ） 

A）           B）            C）         D）  

*2、已知 ,则下列选项正确的是（      ） 

A ．   B ．  C ．  

16 +x 24 xx + Rx∈

x m
y m
＋

＋

x
y

,a b a b>

2 2a b>
1 1
a b
< 2 2a b ab> 2 2

a b
b a

>

Rdcba ∈,,,

22 bmamba >⇒> ba
c
b

c
a

>⇒> dbcadcba +>+⇒>> ,
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D．  

*3、已知 都是实数，那么“ ”是“ ”的        条件 。  

**4 、 若 ， 则 下 面 各 式 中 恒 成 立 的 是                                    

（      ）． 

（A）   （B）    （C）    （D）  

 

*5、比较 
2 2a b+ 与2 8 17a b− − 的大小 

 

**6、已知 ， ，则 的取值范围是______ 

**7、对于实数 中，给出下列命题： 

① ；② ；③ ；

④ ；⑤ ；⑥ ；⑦

；  ⑧ ，则 。 

其中正确的命题是______ 

**8 、 实 数 满 足 条 件 ： ① ； ② ； ③

，则有(      ) 

A．          B．   C．           D．  

**9、解关于 x的不等式：(m
2
－4)x＜m＋2。 

 

 

 

 

 

 

ba
ba 11

<⇒>

,a b 2 2a b> a b>

11 <β<α<−

02 <β−α<− 12 −<β−α<− 01 <β−α<− 11 <β−α<−

1 1x y− ≤ + ≤ 1 3x y≤ − ≤ 3x y−

cba ,,

22, bcacba >> 则若 babcac >> 则若 ,22 22,0 bababa >><< 则若

ba
ba 11,0 <<< 则若

b
a

a
bba ><< 则若 ,0 baba ><< 则若 ,0

bc
b

ac
abac

−
>

−
>>> 则若 ,0 1 1,a b

a b
> >若 0, 0a b> <

dcba 、、、 dcba << , ( )( ) 0>−− cbca

( )( ) 0<−− dbda

bdca <<< dbac <<< dbca <<< bdac <<<
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四、拓展提高 

**1、如果 ，则 的取值范围是              。 

***2、已知 ，且 则 的取值范围是______  

***3、若不等式 的解集中的整数有且仅有 ，则 的取值范围__________。 

***4、设互不相等的正数 满足 ，则下列不等式中可能．．成立的是           

（       ） 

A）      B）       C）          D）  

 

 

五、回家作业 

1、若 ，则一定成立的不等式是（       ） 

A．        B．       C．       D．  

2、若 ，则下列不等式一定成立的是（      ） 

A.            B.           C.            D.  

3、已知 ，则下列不等式中总成立的是（     ） 

A.      B.         C.        D.
 

 

4、已知四个条件：（1） ；（2） ；（3） ；（4）

；能推出 成立的有         个。 

5、求证：  

 

 

2 2
π πα β− < < < 2α β−

cba >> ,0=++ cba
a
c

3 4x b− < 1,2,3 b

, ,a b c 2 2 2a c bc+ =

a b c> > b a c> > b c a> > c a b> >

cba >>

cbca > acab > cbca −>−
cba
111

<<

0<< ba

bba
11

>
−

aba <2 aa ba >
1||
1||||
+
+

<
a
b

a
b

0a b> >

1 1a b
b a

+ > +
1 1a b
a b

+ > +
1
1

b b
a a

+
>

+
1 1b a
b a

− > −

0b a> > 0 a b> > 0a b> >

0a b> >
ba
11

<

.0,011, <>⇒>> ba
ba

ba
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6、比较(a＋1)
2
与 a

2
－a＋1的值的大小。 

 

 

7、如果一辆汽车每天行驶的路程比原来多 ，那么在 天内它的行程就超过 ，

如果它每天行驶的路程比原来少 ，那么它行驶同样的路程得花 天多的时间，这辆汽

车原来每天行驶的路程 范围是_________。  

8、二次函数 图像关于 轴对称，且 ， ，求 的范围。 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19km 8 2200km

12km 9

( )km

)(xf y 2)1(1 ≤≤ f 4)2(3 ≤≤ f )3(f
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第 9 讲  一元二次不等式的解法 

一、知识梳理 

（一）一元二次方程与二次函数 

1、一元二次方程的一般形式：  ①其中 为常数， 为未知数。

根的判别 

式： ，求根公式：在 时，方程①的实根  

一元二次方程根的个数与根的判别式的关系： 

（1） 时，方程①无实根； 

（2） 时，方程①有且只有一个实根，或者说方程①有两个相等的实根； 

（3） 时，方程①有两个不相等的实根。 

2、二次函数的一般形式：形如 其中 为常数， 为自变量。 

顶点坐标为 ，其中直线 为对称轴， 

 （1） 时，函数 的图象开口向下，函数 在

取到最大值，即 ，对任意 . 

 （2） 时，函数 的图象开口向上，函数 在

取到最小值，即 ，对任意 . 

3、二次函数 与 轴交点个数的判断： 

（1） 时，函数 与 轴无交点； 

（2） 时，函数 与 轴相切，有且只有一个交点； 

（3） 时，函数 与 轴有两个交点。 

 

( )002 ≠=++ acbxax cba ,, x

acb 42 −=∆ 0≥∆
a

acbbx
2

42

2,1
−±−

=

0<∆

0=∆

0>∆

( )02 ≠++= acbxaxy cba ,, x








 −
−

a
bac

a
bP

4
4,

2

2

a
bx

2
−=

0<a cbxaxy ++= 2 cbxaxy ++= 2

a
bx
2

−=

a
bacy

4
4 2

max
−

=
a

bacyRx
4

4,
2−

≤∈

0>a cbxaxy ++= 2 cbxaxy ++= 2

a
bx
2

−=

a
bacy

4
4 2

min
−

=
a

bacyRx
4

4,
2−

≥∈

( )02 ≠++= acbxaxy x

0<∆ ( )02 ≠++= acbxaxy x

0=∆ ( )02 ≠++= acbxaxy x

0>∆ ( )02 ≠++= acbxaxy x
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（二）一元二次不等式 

1、一元二次不等式的定义 

只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是 2的不等式，称为一元二次不等式。比如：

. 

任 意 的 一 元 二 次 不 等 式 ， 总 可 以 化 为 一 般 形 式 ： 或

 

2、一般的一元二次不等式的解法 

一 元 二 次 不 等 式 的 解 集 可 以 联 系 二 次 函 数

的图像，图像在 轴上方部分对应的横坐标 值的集合为不等式

的解集，图像在 轴下方部分对应的横坐标 值的集合为不等式

的解集. 

设一元二次方程 的两根为 且 ， ，则

相应的不等式的解集的各种情况如下表： 

三个两次（一元二次方程、一元二次不等式、二次函数）之间的关系 

 
   

图像 

 
  

根   无 解 

解集    

解集    

2 5 0x x− <

( )2 0 0ax bx c a+ + > >

( )2 0 0ax bx c a+ + < >

( )( )2 0 0 0ax bx c a+ + > < >

( )02 ≠++= acbxaxy x x

2 0ax bx c+ + > x x

2 0ax bx c+ + <

( )002 ≠=++ acbxax 1 2x x、 1 2x x≤ acb 42 −=∆

0>∆ 0=∆ 0<∆

cbxaxy ++= 2 ( )0>a

02 =++ cbxax ( )0>a 21 xxxx == 或
a

bxx
221 −==

02 >++ cbxax ( )0>a { }21 xxxxx >< 或








−≠
a

bxx
2

R

02 <++ cbxax ( )0>a { }21 xxxx << ∅ ∅

 △ 
三个二次 
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解集    

解集    

注意： 

（1）一元二次方程 的两根 是相应的不等式的解集的端点

的取值，是抛物线 与 轴的交点的横坐标； 

（2）表中不等式的二次系数均为正，如果不等式的二次项系数为负，应先利用不等式的

性质转化为二次项系数为正的形式，然后讨论解决； 

（3）解集分 三种情况，得到一元二次不等式 与

的解集。 

3、区间的表示 

设 均为实数，且 ， 

 含   义  名    称  区 间 表 示  数 轴 表 示 

 闭  区  间    

    

    

    

    

     

    

    

    

①其中，a，b 叫做相应区间的          。 

2 0ax bx c+ + ≥ ( )0>a { }1 2x x x x x≤ ≥或 R R

2 0ax bx c+ + ≤ ( )0>a { }1 2x x x x≤ ≤
2
bx x
a

 
= − 

 
∅

2 0( 0)ax bx c a+ + = ≠ 1 2x x、

=y cbxax ++2 x

0, 0, 0∆ > ∆ = ∆ < 2 0ax bx c+ + >

2 0ax bx c+ + <

,a b a b<

{ }x a x b≤ ≤ [ ],a b

{ }x a x b< <

{ }x a x b< ≤

{ }x a x b≤ <

R

{ }x x a>

{ }x x a≥

{ }x x a<

{ }x x a≤
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②符号“∞”读作            ，“＋∞”读作            ，“－∞”读作             。 

4、解一元二次不等式的步骤 

（1）先看二次项系数是否为正，若为负，则将二次项系数化为正数；  

（2）写出相应的方程 ，计算判别式 ：  

① 时，求出两根 ，且 （注意灵活运用因式分解和配方法）； 

② 时，求根 ； 

③ 时，方程无解  

（3）根据不等式，写出解集. 

规律方法指导 

（1）解一元二次不等式首先要看二次项系数 是否为正；若为负，则将其变为正数； 

（2）若相应方程有实数根，求根时注意灵活运用因式分解和配方法； 

（3）写不等式的解集时首先应判断两根的大小，若不能判断两根的大小应分类讨论； 

（4）根据不等式的解集的端点恰为相应的方程的根，我们可以利用韦达定理，找到不等式

的解集与其系数之间的关系； 

（5）若所给不等式最高项系数含有字母，还需要讨论最高项的系数。 

二、例题解析 

*例 1、解下列一元二次不等式 

（1） ； （2） ； （3）  

 

 

*例 2、解下列不等式 

(1) ；(2)      

 

 

(2) ； (4) . 

 

 

2 0ax bx c+ + = ( 0)a > ∆

0∆ > 1 2x x、 1 2x x<

0∆ =
a

bxx
221 −==

0∆ <

a

22 3 2 0x x− − > 23 6 2 0x x− + − >

24 4 1 0x x− + ≤ 2 2 3 0x x− + − >



                                                                               华询教育 

43 

 

**例 3、解不等式：  

 

 

 

 

**例 4、不等式 的解集为 ，求关于 的不等式 的

解集。 

 

 

变式：若关于 x 的不等式 2 6 0 -3 5 ,ax bx a b+ + > 的解集为（ ，），求  

 

 

**例 5、已知关于 x 的不等式(m
2
+4m-5)x

2
-4(m-1)x+3>0 对一切实数 x 恒成立，求实数 m 的

取值范围。 

 

 

 

**例 6、若关于 的不等式 的解集为空集，求 的取值范围. 

 

 

 

**例 7、解关于 的一元二次不等式 。 

 

 

 

****例 8、解关于 的不等式： 。 

 

 

26 6 6x x− ≤ − − <

2 0x mx n+ − < (4,5)x∈ x 2 1 0nx mx+ − >

x 2 (2 1) 1 0mx m x m− + + − ≥ m

x ( )2 3 3 0x a x a− + + >

x ( )2 2 1 4 0ax a x− + + <
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三、基础训练 

*1、不等式 的解集是          。 

**2、不等式 ，对一切 恒成立，则 的取值范

围      。 

*3、解下列不等式： 

(1)－2x2
－5x＋3＞0； 

(2)－1≤x2
＋2x－1≤2； 

 

**4、不等式 ax2
＋4x＋a＞1－2x2

对一切 x∈R恒成立，则实数 a的取值范围是________． 

**5、已知 的解为 ,试求 、 ,并解不等式

. 

 

 

**6、解关于 x的不等式 x2
－(a＋1)x＋a＜0. 

 

 

***7、若关于 的不等式 的解为一切实数，求 的取值范围. 

 

 

**8、若关于 的不等式 的解集为非空集，求 的取值范围. 

 

 

**9、已知方程 ax2
＋bx＋2＝0的两根为－

1

2
和 2. 

(1)求 a、b的值； 

(2)解不等式 ax2
＋bx－1＞0. 

 

 

2x x>

( ) ( )22 2 2 4 0a x a x− + − − < x R∈ a

2 2 0ax x c+ + >
1 1
3 2

x− < < a c

2 2 0cx x a− + − >

x 2 (2 1) 1 0mx m x m− + + − ≥ m

x 2 (2 1) 1 0mx m x m− + + − ≥ m
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四、拓展提高 

**1、若关于 x的不等式
ax
x－1

＜1的解集是{x|x＜1或 x＞2}，求实数 a的值． 

 

 

 

 

**2、求不等式 12x2
－ax＞a2

(a∈R)的解集． 

 

 

 

***3、已知二次函数 满足：对任意实数 ，都有 ， 

且当 时，有 成立； 

（1）证明： ；      

（2）若 ，求 的表达式； 

 

 

 

 

***4、对任意 a∈[－1，1]不等式 x2
＋(a－4)x＋4－2a＞0恒成立，则实数 x的取值范围是

________． 

 

 

 

 

五、回家作业 

1、下列不等式的解集是 的为(     ) 

A．x2
＋2x＋1≤0     B. x2

≤0      C．(
1

2
)
x
－1＜0      D.

1

x
－3＞

1

x
 

2、若 x2
－2ax＋2≥0在 R 上恒成立，则实数 a的取值范围是(     ) 

A．(－ 2， 2]      B．(－ 2， 2)     C．[－ 2， 2)      D．[－ 2， 2] 

( ) ( )2 , ,f x ax bx c a b c R= + + ∈ x ( )f x x≥

( )1,3x∈ ( ) ( )21 2
8

f x x≤ +

( )2 2f =

( )2 0f − = ( )f x

∅
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3、已知不等式 ax2
＋bx＋c＜0(a≠0)的解集是 R，则(     ) 

A．a＜0，Δ＞0  B．a＜0，Δ＜0    C．a＞0，Δ＜0  D．a＞0，Δ＞0 

4、不等式 2x2
＋mx＋n>0的解集是{x|x＞3或 x＜－2}，则二次函数 y＝2x2

＋mx＋n的表达

式是(      ) 

A．y＝2x2
＋2x＋12    B．y＝2x2

－2x＋12    C．y＝2x2
＋2x－12    D．y＝2x2

－2x－12 

5、不等式 x2
＋mx＋

m
2
＞0恒成立的条件是________． 

6、设 x∈R，则“x>
1

2
”是“2x2

＋x－1>0”的(   ) 

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件 C．充分必要条件  D．既不充分也不必要条

件 

7、若函数 862 ++−= kkxkxy 的定义域是 R，求实数 k的取值范围． 

 

 

8、求下列关于 x的不等式的解集： 

(1)－x2
＋7x＞6； 

(2)x2
－(2m＋1)x＋m2

＋m＜0. 新课标第一网 

 

 

9、解不等式 0≤x2
－x－2≤4. 

 

 

10、已知关于 的不等式 的解集为 ，求关于 的不等式

的解集. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x 2 0x ax b+ + < (1, 2) x

2 1 0bx ax+ + >

http://www.xkb1.com/
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第 10 讲  其他不等式的解法 

一、知识梳理 

1.分式不等式 

(1)分母上带有未知数的不等式称为分式不等式. 

(2)一般特征：可以化为形如
( ) 0
( )

f x
g x

> 或
( ) 0
( )

f x
g x

< ，其中 ( ), ( )f x g x 为整式， ( ) 0g x ≠ 的形

式. 

2.同解原理 

(1)如果两个不等式的解集相等，那么这两个不等式就叫做同解不等式，一个不等式变形为另

一个不等式时，如果两个不等式是同解不等式，这种变形叫做不等式的同解变形. 

(2)解分式不等式的关键是将它变形为同解不等式 

( ) 0( 0) ( ) ( ) 0( 0)
( )

f x f x g x
g x

> < ⇔ ⋅ > < ；
( ) ( ) 0( 0),( ) 0( 0)
( ) 0( )

f x g xf x
g xg x

⋅ ≥ ≤
≥ ≤ ⇔  ≠

. 

3.高次不等式 

(1)只含有一个未知数，并且未知数的最高次数大于 2 的整式不等式称为高次不等式. 

(2)解形如 1 2 3( )( )( ) ( ) 0( 0)nx a x a x a x a− − − … − > < 的高次不等式， 

令 1 2 3( ) ( )( )( ) ( )nf x x a x a x a x a= − − − … − ，其中 1 2 3 na a a a< < < < ，显然当 nx a> 时，

( ) 0f x > ； 当 1( , )n nx a a−∈ 时 ， ( ) 0f x < ； 当

2 1( , )n nx a a− −∈ 时 ， ( ) 0f x > ； … … ： 由 此 可 得

1 2 3( )( )( ) ( ) 0( 0)nx a x a x a x a− − − … − > < 的解集. 

(3)上述过程在数轴上形象地表示出来，称为数轴标根法. 

(4)步骤归纳 

①将不等式化为 1 2 3( )( )( ) ( ) 0( 0)nx a x a x a x a− − − … − > < 形式，使各因式 x 的最高次项系

数为正. 

②求根，并在数轴上表示出来 

③由右上方穿线，经过数轴上表示各根的点，看图像写出解集，注意奇次根穿透，偶次根不

穿透. 
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4.绝对值不等式 

(1)绝对值：一个数在数轴上所对应的点到原点的距离. 

①代数意义：

, 0,
| | 0, 0,

, 0

a a
a a

a a

>
= =
− <

 

②几何意义：| |a 表示实数 a 所对应的点到原点的距离，进一步地，| |a b− 表示实数 a 所对

应的点到 b 对应的点的距离. 

(2)同解不等式： 

①当实数 0a > 时， | |x a a x a< ⇔ − < < , | |x a x a> ⇔ < − 或 x a> . 

② | ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x g x< ⇔ − < <  , | ( ) | ( ) ( ) ( )f x g x f x g x> ⇔ > 或

( ) ( )f x g x< − . 

③ 2 2| ( ) | | ( ) | ( ) ( )f x g x f x g x> ⇔ >  

二、例题分析 

*1.解下列分式不等式 

(1)
2 1 0

1
x
x
+

≥
−

；    (2)
2 1 4

2
x

x
+

≥
−

；    (3) 2

8 2
2 3

x
x x

+
≤

+ +
；    (4)

1 1
2 1 2 1x x

<
− +

. 

 

 

 

**2.含参数方程和不等式 

(1)当 m 为何实数时，关于 x 的方程 ( 3) 3( 1)m x x− = + 的解 ①为正数；②在[1,2)范围内. 

 

 

 

(2)当实数 0a ≠ 时，解关于 x 的不等式
( 1) 1

2
a x

x
−

>
−

. 
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**3.解下列高次方程 

(1) (1 )( 1)( 2) 0x x x− + − > ；          (2) 3 23 2 6x x x+ ≥ + ； 

 

 

(3) 2 3( 2) ( 1) ( 1)( 2) 0x x x x+ − + − < ；    (4)
2

3

( 1) ( 2) 0
( 3) ( 5)
x x x

x x
+ −

≤
− −

； 

 

 

 

(5)
1x
x

≥ ；                           (6) ( 5)( 2)( 1)( 4) 80 0x x x x+ + − − + ≤ . 

 

 

 

**4.解下列绝对值不等式(定义法) 

(1) 3 | 2 1| 7x≤ − < ；              (2) 2| 5 5 | 1x x− + ≤ .    

 

 

 (3) 2 1| 2 |
2

x x x− < ；            (4)5 | 2 | 3 14x x+ > + . 

 

 

***5.解下列绝对值不等式(零点分段法) 

(1) | 2 | | 1| 4x x+ + − < ；       (2) 2 2 | | 15 0x x− − >  

 

 

**6.解下列绝对值不等式(两边平方法) 

(1) | 3 1| | 2 |x x− ≤ + ；     (2)
2| | 1

3 1
x
x
+

≥
−

. 
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7.恒成立问题 

***(1)当实数 a 为何值时，
2

2

3 63 6
1

x ax
x x
+ +

− < ≤
− +

恒成立. 

 

 

 

***(2)如果不等式 | 1| | 2 |x x m+ + + ≥ 对任意 x R∈ 恒成立，求实数 m 的取值范围. 

 

 

 

***(3)| 1| | 2 |x x m+ + + < 的解是非空集合，求实数 m 的取值范围. 

 

 

 

***(4)不等式 2| 3 | | 1| 3x x a a+ − − ≤ − 对任意 x R∈ 恒成立，求实数 a 的取值范围. 

 

 

 

****(5)关于 x 的不等式
2

2

1| | 3
1

x kx
x x
− +

<
+ +

的解集为 R，求实数 k 的取值范围. 

 

 

 

****(6)不等式 | 1|x kx+ ≥ 对任意 x R∈ 恒成立，求实数 k 的取值范围. 
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三、基础训练 

1.解下列不等式 

**(1)
1 1

2 3
x
x
+

<
−

；   ** (2)
1x
x

≥ ；      ***(3)
2

2

2 2
3 2
x x x

x x
+ −

<
+ −

. 

 

 

 

2.解下列不等式 

**(1) 2 3( 4)( 5) (2 ) 0x x x+ + − < ；**(2) . 

 

 

**3.若关于 x 的不等式 的解集为 ，求关于 x 的不等式 的解集. 

 

 

***4.解关于 x 的不等式 . 

 

 

***5.关于 x 的不等式 的解集为 ，求关于 x 的不等式 的解集. 

 

 

 

**6.求下列不等式的解集 

(1) ； (2) ； (3) ； (4) . 

 

 

***7.若存在实数 x 使 成立，求实数 a 的取值范围. 

 

2

3 5 2
2 3

x
x x

−
≤

+ −

0ax b− > (1, )+∞ 0
2

ax b
x
+

>
−

( 1) 1a x
x
+

>

| 2 | 6ax + < ( 1, 2)− 1
2

x
ax

≤
+

1| | 1
2

x
x
+

>
+

1 2
| 2 3 |x

>
−

| |
1 1

x x
x x
>

+ +
2 2| 5 10 | 18x x x− + > −

| | | 1| 3x a x− + − ≤
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***8.当 时，求不等式 的解集. 

 

 

**9.若关于 x 的不等式 存在实数解，求实数 a 的取值范围. 

 

 

***10.已知关于 x 的不等式 的解集为 R，求实数 a 的取值范围. 

 

 

四、拓展提高 

***1.解无理不等式： 3 4 3x x− > − ； 25 4x x x− − ≥ . 

 

 

****2.已知不等式
( )( ) 0x a x b

x c
− −

≥
−

的解集为[ 1, 2] (3, )− +∞ ，求不等式

0
( )( )

x c
x a x b

−
≤

− −
的解集. 

 

 

 

****3.若
2 2 3

2

( ) 0
4 3

x a a x a
x x
− + +

<
+ +

的解集是{ }1 9x x− < < ，求实数 a 的值. 

 

 

****4.已知集合 ，若 ，求实数 a 的取值范围. 

 

 

****5.设 ，若 时均有 ，求 a 的值. 

 

0a > 1| |ax a
x
−

>

| | | 1| | 2 |a x x≥ + + −

| | | | | 1|x a x x− < + +

2

5{ | 0}axM x
x a

−
= <

−
3 ,5M M∈ ∉

a R∈ 0x > 2[( 1) 1]( 1) 0a x x ax− − − − ≥
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******6.设集合 2 21 1{ || ( 1) | ( 1) }
2 2

A x x a a= − + ≤ −  , 2{ | 3( 1) 2(3 1) 0}B x x a x a= − + + + ≤ ，

若果 A B⊆ ，求实数 a 的取值范围. 

 

 

五、回家作业 

1.不等式 的解集为______；    2.设集合 ，那么 _______ 

3.若不等式 对一切 恒成立，则实数 m 的取值范围是__________ 

4. 不等式 的解集为_______；  5.关于 x 的不等式 的解集____ 

6.若 ，则实数 x 的取值范围是________________. 

7.下列不等式中与不等式 同解的是(    ) 

  A. ； B. 或 ； 

C. 且 ； D. 或 . 

8.不等式 的解集为(    ) 

A. (0,1)； B. ； C. ； D. . 

9.不等式 的解集为(    ) 

  A. R； B. ∅； C. (1,2)； D. . 

10.解不等式： . 

 

11.若关于 x 的不等式 的解集是 ，求关于 x 的不等式 的解集. 

 

12. 若不等式 的解集为 R，求实数 m 的取值范围. 

 

 

3 0
2
x

x
−

>
−

1{ | 2}
3
xA x

x
−

= ≤
− R A =

2

2

8 24 0
1

x x
mx mx

− +
<

− −
x R∈

( 1)( 2) 0
2

x x
x

− +
≥

−
| 2 | 3x − <

2 1 2 1| |
1 1

x x
x x
− −

=
+ +

3 0
2

x
x
−

≥
−

( 2)( 3) 0x x− − ≥ ( 2)( 3) 0x x− − ≥ 2x ≠

( 2)( 3) 0x x− − > 3x = ( 2)( 3) 0x x− − > 3x =

1x
x
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第 11 讲  基本不等式 

【知识点总结】 

1、基本不等式原始形式 

（1）若 ，则       （2）若 ，则  

2、基本不等式一般形式（均值不等式） 

若 ，则  

3、基本不等式的两个重要变形 

（1）若 ，则       （2）若 ，则  

总结：当两个正数的积为定植时，它们的和有最小值； 

      当两个正数的和为定植时，它们的积有最小值； 

特别说明：以上不等式中，当且仅当 时取“=” 

 

4、求最值的条件：“一正，二定，三相等” 

5、常用结论 

（1）若 ，则  (当且仅当 时取“=”） 

（2）若 ，则  (当且仅当 时取“=”） 

（3）若 ，则   (当且仅当 时取“=”） 

（4）若 ，则  

（5）若 ，则  

特别说明：以上不等式中，当且仅当 时取“=” 

 

6、柯西不等式    

（1）若 ，则  

（2）若 ，则有： 

 

（3）设 是两组实数，则有 

Rba ∈, abba 222 ≥+ Rba ∈,
2

22 baab +
≤

*, Rba ∈ abba 2≥+

*, Rba ∈ abba
≥

+
2

*, Rba ∈
2

2






 +

≤
baab

ba =

0x >
1 2x
x

+ ≥ 1x =

0x <
1 2x
x

+ ≤ − 1x = −

0>ab 2≥+
a
b

b
a ba =

Rba ∈,
2

)
2

(
22

2 babaab +
≤

+
≤

*, Rba ∈
2211

1 22 babaab

ba

+
≤

+
≤≤

+

ba =

, , ,a b c d R∈ 2 2 2 2 2( )( ) ( )a b c d ac bd+ + ≥ +

1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b R∈

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 2 3 3( )( ) ( )a a a b b b a b a b a b+ + + + ≥ + +

1 2 1 2, , , , , ,n na a a b b⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅与b
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二、例题分析 

题型一：利用基本不等式证明不等式 

*例 1、(1)已知 0ab > ，求证： 2≥+
b
a

a
b ，并指出等号成立的条件. 

（2）若 0<ab ，则代数式
b
a

a
b
+ 的取值范围是什么？ 

 

（3）若 ，则代数式
b
a

a
b
+ 的取值范围是什么？ b a

a b
+ 呢？ 

 

 

**例 2、已知 为两两不相等的实数，求证：  

 

 

 

**例 3、已知 ，且 ，求证：  

 

 

 

 

题型二：利用不等式求函数值域 

*例 4、求下列函数的值域 

（1）          （2）       （3）      
  

 

 

 

题型三：利用不等式求最值 （一）（凑项）  

*例 5、已知 ，求函数 的最小值； 

变式：已知 ，求函数 的最小值； 

**例 6、(1) 10 << x 时， )1( xxu −= 的的最大值为______. 

(2)若 ，函数 的最大值为___________. 

2 2 2
1 2( na a a+ + ⋅⋅⋅+ ) 2 2 2

1 2 )nb b b+ + ⋅⋅⋅+( 2
1 1 2 2( )n na b a b a b≥ + + ⋅⋅⋅+

0≠ab

cba ,, cabcabcba ++>++ 222

, ,a b c R+∈ 1a b c+ + = abccba 8)1)(1)(1( ≥−−−

2
2

2
13
x

xy += )4( xxy −= )0(1
>+= x

x
xy

2>x
42

442
−

+−=
x

xy

2>x
42

42
−

+=
x

xy

2
10 << x ( )xxy 21−=
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(3)设 ，且 ，则 的最大值为              . 

 

题型四：利用不等式求最值 （二）  

***例 7、求函数 的最大值； 

 （提示：平方，利用基本不等式） 

 
 

****例 8、已知 ， ，求 最小值； 

 

 

 

题型五：巧用“1”的代换求最值问题 

**例 9、已知 ，求 的最小值； 

 

 

 

变式 1：已知 ，求 的最小值； 

 

 

 

变式 2：已知 ，求 的最小值； 

 

 

 

***例 10、若 且 ，求 的最小值；  

 

 

 

 

题型六：分离换元法求最值（了解） 

***例 11、求函数 的值域； 

 

 

+∈Ryx, 1
2

2
2 =+

yx 21 yx +⋅

)
2
5

2
1(2512 <<−+−= xxxy

0, >yx 822 =++ xyyx yx 2+

12,0, =+> baba t
a b

= +
1 1

22,0, =+> baba t
a b

= +
1 1

2 8, 0, 1x y
x y

> + = xy

+∈ Ryxba ,,, 1=+
y
b

x
a yx +

)1(
1

1072

−≠
+
++

= x
x

xxy
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***例 12、求函数 的最大值；（提示：换元法） 

 

 

三、基础训练 

*1.已知 ，求函数 的最小值； 

 

 

**2.求函数 的最大值； 

 

 

**3.若 且 ，求 的最小值； 

 

 

**4.若 ，求 的最大值； 

 
 

***5.求函数 的最大值；  

 

 

***6.已知 ，满足 ，求 范围； 

 

***7.已知 ，求证：
 

 

 

四、拓展提高 

****1.（1）在周长保持不变的条件下，何时矩形的面积最大？ 

（2)在面积保持不变的条件下，何时矩形的周长最小？ 

 

 

52
2

+
+

=
x
xy

5
4

x > 14 2
4 5

y x
x

= − +
−

)
4

11
4
3(41134 <<−+−= xxxy

0, >yx 12 =+ yx 1 1
x y
+

40 << x )28( xxy −=

94
1

+
+

=
x
xy

0, >ba 3++= baab ab

1a b c+ + = 2 2 2 1
3

a b c+ + ≥



                                                                               华询教育 

58 

 

****2.已知 ，求 的最小值； 

 

 

 

 

*****3.如果 ，求关于 的表达式 的最小值； 

 

 

 

 

*****4.设正实数 满足 ,则当 取得最大值时, 的

最大值为（    ） 

A．      B．       C．       D．  

（提示：代入换元,利用基本不等式以及函数求最值） 

*****5.设 是正数，满足 ，求 的最小值； 

 

 

 

***6.设 均为正数,且 ,证明: 

(Ⅰ) ;   (Ⅱ) . 

 

 

 

 

五、回家作业 

*1.“ ”是” ”的                                    （  ） 

A．充分而不必要条件    B．必要而不充分条件 

0, >ba ab
ba

211
++

0>> ba ba,
)(

112

baaab
a

−
++

zyx ,, 043 22 =−+− zyxyx
z
xy

zyx
212

−+

0 1
4
9

3

zyx ,, 032 =+− zyx
xz
y2

0a b> >
2 2

2
a bab +

<
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C．充分必要条件      D．既不充分也不必要条件 

*2．下列各式中，最小值为 2 的是                             （    ） 

A．   B．   C．    D．  

*3.（1)若 1=ab ，求 2 2a b a b+ +和 的取值范围． 

（2)若 1=+ ba ，求 22 baab +和 的取值范围。 

 

 

*4.求函数 的值域 
 

*5.已知 ，求函数 的最大值； 

 

**6.已知 ，且 ，求 的最小值。 

 

**7.已知 ，且 ，求 的最小值； 

 

***8.求函数 的值域； 

 
 

***9.已知 1,, ++=∈ + yxxyRyx ,求 yx + 的取值范围。  

 

 

**10.证明不等式： 、 、 R+∈ ，求证a b c ab bc ac+ + ≥ + + ； 

 

 
 

 

1x
x

 2

2

13
3

x
x

 


x y
y x
 2 3x x− +

)0(1
<+= x

x
xy

2<x
42

42
−

+=
x

xy

0, >yx 1 1 9
x y
+ = x y+

0, >yx 1 9 4
x y
+ = x y+

)1(
1
82

>
−
+

= x
x

xy

a b c
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第 12 讲 函数的概念 

一·知识梳理：函数的定义：如果再某个变化过程中有两个变量 ，对于 在某个范

围 内的每一个确定的值，按照某种对应法则 , 都有唯一确定的值与它对应，那么 就

是 的函数，记作 ，其中 叫做自变量， 叫做因变量， 的取值范围 叫做函

数的定义域，和 的值相对应的 的值叫做函数值，函数值的集合叫做函数的值域。 

注意：1）函数定义中要求对于定义域中的任何一个 ，在值域中有且只有一个 值和它对

应；但并不要求对于值域中的每一个 在定义域中也只能有一个 和它相对应，即函数的对

应法则可以是 1对 1，也可以是多对 1，但不可以 1对多. 

2）定义域和值域必须是非空数集 

3）定义域的表示方法有：集合表示法、区间表示法（注意区间端点必须是实数） 

4）函数的表示方法有：①解析法；②图像法；③列表法.其中函数解析式是表示函数的一种 

主要方法，当函数解析式是用两个或两个以上的数学式子给出时，就称为分段函数，分段函 

数的定义域为它的各段上的定义域的并集。 

函数的三要素：定义域、值域、对应法则 。 

注意：两函数相同的充要条件是函数的三要素相同，但是因为当函数的定义域和对应

法则一旦确定，值域也就随之确定，因此判断两函数相同，则只需要看定义域和对应法

则是否一致.（注意：值域与对应法则相同，不一定有定义域相同。） 

函数关系的建立： 

在实际问题中，分析问题中变量的关系，并由此建立变量之间的函数关系. 

1）实际问题中变量之间的函数关系的建立过程也称为建模. 

2）函数关系主要有三种表示方法：①解析法；②图像法；③表格法. 其中解析法是

最基本也是最重要的表示方法，而图像法及表格法近几年也频频出现在高考题中，值得

认真关注。 

3）建立函数关系式，指明函数的定义域不仅要考虑自然域（使表达式有意义的自变

量 的全体），还要考虑实际问题的背景所允许的自变量 的取值范围. 

定义域：1）具体函数的定义域限制，如分母、偶次根式、0次幂、对数、三角函数、反

三角函数等。 

2） 抽象函数：a）定义域指函数解析式中字母 的取值范围； 

b）函数 中，不论括号中内容如何变化，括号内整体范围不变。 

,x y x

D f y y

x ( )y f x= x y x D

x y

x y

y x

( )f

x x

x

( )y f x=
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二【典型例题】 

例一.1．判断下列对应是否为函数： 

（1）  

（2） 这里  

 2. 下列各组函数中表示同一函数的是（   ） 

A、 与            B、   

C、     D、  

3．在下列各组函数中， 与 表示同一函数的是--------------[    ] 

A． =1， =       B． 与  

C． 与                   D． =∣ ∣， =  

例二. 1.函数 的定义域是 R，则实数 的取值范围是（   ） 

A      B      C       D    

2．求下列函数定义域 

1）已知函数 的定义域为 ，求 的定义域。 

2）已知函数 的定义域为 ，求 的定义域。 

3）已知函数 的定义域为 ，求 的定义域。 

例三. 1．已知 且 那么
____________ 

2．已知 ，则 __________ 

3．已知 是二次函数，且 求 的解析式. 

例四. 1．某商店经营一种品牌的彩电，每台售价 元，成本价为销售价的 .为

了扩大经验，拟定出新售价，使商品按新售价的八折优惠销售时，仍能获利，则每台彩电获

利 元与新售价 元之间的函数解析式为
____________

 

2 , 0, ;x x x R
x

→ ≠ ∈

,x y→ 2 ,y x= , .x N y R∈ ∈

( )f x x= 2( ) ( )g x x= 3 3( ) ( )f x x g x x= =与

2

2

( 0)
( ) ( )

( 0)
x x

f x x x g x
x x

 >= = 
− <

与
2 1( ) ( ) 1( 1)

1
xf x g t t t
x
−

= = + ≠
−

与

)(xf )(xg

)(xf )(xg 0x xy = 2xy =

2xy = 2)1( += xy )(xf x )(xg 2x

3

2

3 1( )
3

xf x
ax ax

−
=

+ −
a

1
3

a > 12 0a− < ≤ 12 0a− < < 1
3

a ≤

( )f x ( )0,1 2( )f x

( )2 1f x + ( )0,1 ( )f x

( )1f x + [ ]2,3− 2(2 2)f x −

( ) 5 3 8,f x x ax bx= + + − ( )2 10,f − = ( )2f =

( ) 21 3f x x x+ = + ( )f x =

( )f x ( ) ( ) 21 1 2 4,f x f x x x+ + − = + + ( )f x

2880 75%

y x
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2．用长为 的铁丝弯成下部为矩形，上部为半圆形的框架，若矩形底边长为 ，则

此框架围城的面积 关于 的函数解析式为

__________________ 

三．基础训练 

1．函数 = + 的定义域是（   ） 

A．         B．        C．         D．  

2．已知 的定义域为[ ]，则 的定义域为（   ） 

A．[ ]   B．[    C．[    D．[  

3．函数 的定义域是（   ） 

A．    B．    C．    D．  

4．求下列函数的定义域： 

 

 

5.已知函数 ，则
___________ 

四．拓展提高 

1．已知 且 ，求 的值。 

2．已知函数 求函数 的解析式。 

 

3．已知 求 和 的值，并猜测使得

成立的 的取值范围。         
 

l 2x
y x

y 21 x− 12 −x

[ ]1,1− ( ] [ ), 1 1,−∞ − +∞ [ ]0,1 { }1,1−

)(xf 2,2− )21( xf −

2,2− ]
2
3,

2
1

− ]3,1− ,2− ]
2
3

( )01x
y

x x
+

=
−

{ }0x x > { }0x x < { }0, 1x x x< ≠ − { }0, 1x x x≠ ≠ −

( ) ( ) ( )0111 ; 21 | |1

x
y y

x x
x

+
= =

−+

( ) ( ) ( )063 4 5 2 1
3 2

xy y x x x
x
−

= = − ⋅ + + −
+

( ) 2 31
3 4

xf x
x
+

+ =
−

( )f x =

( ) ( )1 , ,
2

x ax bf x g x
x x c
− +

= =
+ +

( )( ) 1f g x
x

= , ,a b c

( )2 21 3 6 4,f x x x − = − +  ( )1f x +

( ) ( )3 , 9,
6 , 9.
f n n

f n
n n
− ≥= 

+ <
( )10f ( )12f ( )f n n=

n
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4．已知 ，求 的值 

 

 

5．已知 求 的解析式. 

 

 

6.已知函数 = ，若 ，求 的表

达式。 

 

 

 

五．回家作业 

1．在质量分数为 的盐水 克水中加入质量分数为 的盐水 克，变成质量分数

为 的盐水，则 关于 的函数解析式为
____________

 

2．某商店经营一种品牌的彩电，每台售价 元，成本价为销售价的 .为了扩大经

验，拟定出新售价，使商品按新售价的八折优惠销售时，仍能获利，则每台彩电获利 元与

新售价 元之间的函数解析式为
____________

 

3．用长为 的铁丝弯成下部为矩形，上部为半圆形的框架，若矩形底边长为 ，则

此框架围城的面积 关于 的函数解析式为

__________________ 

4．一份印刷品其排版面积（矩形）为 ，它的左右两边都留有 的空白，

上、下底部都留有 的空白.问：长度、宽度各设计成多少时，用纸最省？ 

 

 

5．用长为 30cm 的铁丝围成矩形，试将矩形面积 （ ）表示为矩形一边长 的

函数，并画出函数的图象。 

( ) ( ) ( )
2

2

11 2 , 0xg x x f g x x
x
−

= − = ≠  
1
2

f  
 
 

3
3

1 1 ,f x x
x x

 + = + 
 

( )f x

)(xf cbxax ++2 1)()1(,0)0( ++=+= xxfxff )(xf

%a x %b y

%c y x

2880 75%

y

x

l 2x
y x

2432cm 4cm

3cm

S 2cm ( )x cm
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  第 13 讲 函数的运算 

一.知识梳理 

函数的运算 

设两个函数 且非空，则定义： 

1） 为函数 与 的和。 

2） 为函数 与 的积。 

复合函数的概念及其定义域 

设函数 令 则 。 

若 的值域与 的定义域的交集为非空数集，则称 为 在 上

的复合函数，其中 是中间变量， 叫做外层函数， 叫做内层函数。 

 

二．【典型例题】 

例 1、已知函数 设 求函数 解

析式 

 

 

 

例 2、设函数 求  

 

 

 

 

例 3.已知函数 的定义域为 求函数 的定义

域. 

 

( )( ) ( )( )1 2 1 2, ,y f x x D y g x x D D D D= ∈ = ∈ = 

( ) ( )( )f x g x x D+ ∈ ( )y f x= ( )y g x=

( ) ( )( )f x g x x D⋅ ∈ ( )y f x= ( )y g x=

( ) ( ) ,y f g x x D= ∈   ( ) ,u g x= ( )y f u=

( )g x ( )f u ( )y f g x=    x D

u ( )y f u= ( )u g x=

( ) ( )
2 1, ,

1
x xf x g x

xx
−

= =
−

( ) ( ) ( ) ,F x f x g x= ⋅ ( )F x

( ) ( )2
2

13 2 , ,
2 3

f x x x g x
x x

= + − =
− −

( ) ( )f x g x⋅

( )f x 1 1, ,
2 2

 −  
( ) ( )1xy f ax f a

a
 = + > 
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例 4、已知 满足关系式 ，求  

 

 

例 5.已知 求 

 

 

 

 

 

三．基础训练 

1．若函数
2 21( ) 4 , ( ) 4

1
f x x g x x

x
= − = − −

−
，则 ( ) ( )f x g x+ =            。 

2．若函数 2

2

1( ) 5 6, ( )
7 10

f x x x g x
x x

= − + =
− +

，则 ( ) ( )f x g x =            。 

3．（1）作出函数
12y x
x

= + 的大致图像； 

（2）作出函数
12y x
x

= − 的大致图像。 

 

 

 

 

 

4．试写出两个二次函数的解析式 1 2( ), ( )y f x y f x= = ，使 1 2( ) ( )f x f x+ 是一次函数，

并且在其定义域内， 1 2( ) ( )y f x f x= + 的值随 x 的增大而增大。 

 

 

 

( )f x ( ) 12 3f x f x
x

 + = 
 

( ).f x

( ) 2 ,
1

xf x
x

=
+

( ) ( ) ( ) 1 21 2 100
2 2

f f f f f   + + + + + + +   
   

 

100
2

f   + + 
 



1 2 100
100 100 100

f f f     + + +     
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四．拓展提高 

1、设函数 ，  求  

 

 

 

2、已知 满足关系式 ，求  

 

 

 

3.已知 其中 是 的正比例函数， 是 的反比例函

数，且 求 的解析式并求其值域. 

 

 

 

4. 设 ( )f x 是定义在 3, 2 − 上的函数，求函数 (2 ) ( 2)y f x f x= + + 的定义域。 

 

 

 

5.已知定义域分别是 、 的函数 、 ，设函数

 

  若 写出 的解析式； 

  对 中的函数 ，试求其值域. 

( ) 1, 1,
1, 1.

x xf x
x x

 − >= 
− ≤

( )
1 , 1,

3 , 1.

x x
g x

x x

− > −= 
− ≤ −

( ) ( ).f x g x+

( )f x ( ) 12 3f x f x
x

 + = 
 

( ).f x

( ) ( ) ( ) ,F x f x g x= + ( )f x x ( )g x x

( ) 11 8, 16,
3

F F  = = 
 

( )F x

F G ( )y f x= ( )y g x= ( )h x =

( ) ( )
( )
( )

, ,

,

, ,

f x g x x F x G

f x x F x G

g x x F x G

⋅ ∈ ∈


∈ ∉
 ∉ ∈

当 且

， 当 且

当 且

( )1 ( ) ( ) 21 , ,
1

f x g x x
x

= =
−

( )h x

( )2 ( )1 ( )h x
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五．回家作业 

一、填空题 

1.设函数 的定义域为 ，则 的定义域为
__________

 

2．若函数
1( ) , ( )

1
f x g x x x

x
= = −

−
，则 ( ) ( )f x g x =                。 

3．若函数
( 1) 4( ) , ( )

1 2
x x xf x g x

x x
− −

= =
− +

，则 ( ) ( )f x g x+ =                。

（写成分段函数） 

4．若函数 ( )y f x= 的定义域是 [ ]0,2 ，则函数 ( 1) ( 1)y f x f x= − + + 的定义域为

____________。 

5．“函数 ( )g x 的定义域为 R”是“函数 2 ( )y x g x= − + 的定义域为[ )2,+∞ ”的          

条件。 

6 ． 已 知 函 数 ( )f x 的 定 义 域 为 [ ],a b ， 且 0, 0a b ab+ < < ， 则 函 数

( ) ( ) 3 ( )g x f x f x= + − 的定义域为              。 

7.函数 的定义域为 ，其中 ，则函数

的定义域为
________ 

二、选择题 

8．当
1 ,
2

x  ∈ +∞ 
时，关于 x 的方程

2 1x m
x
+

= 有两个不相等的实数根，则实数

m 的取值范围是                                                            

（     ） 

A． ( ) ( ), 2 2,−∞ − ∪ +∞     B． ( )2,+∞      C．
52,
2

 
  

     D．
5 ,
2
 +∞ 

 

三、解答题 

9． 已知函数 ( ) 1f x x x= − ，函数 ( ) 1g x x= − ，设 ( ) ( ) ( )F x f x g x= ， 

（1）写出 ( )F x 的表达式； 

 

 

（2）画出 ( )F x 的图像。 

 

 

( )f x [ ]3,1− ( ) ( ) ( )g x f x f x= + −

( )f x [ ],a b 0 a b< − < ( ) ( ) ( )F x f x f x= + −
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10．已知
1 , 11, 1( ) , ( ) , ( ) ( ) ( )

1, 1 1 , 1

x xx xf x g x F x f x g x
x x x x

− > − − > = = = + 
− ≤ − ≤ −  

， 

（1）求 (3), ( 3)F F − 的值； 

（2）求 ( )F x 的表达式。 
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第 14 讲 函数的奇偶性 

一、知识梳理：函数奇偶性的基本概念 

1．偶函数：一般地，如果对于函数 的定义域内任意一个 ，都有 ，

，那么函数 就叫做偶函数。 

2.奇函数：一般地，如果对于函数 的定义域内任一个 ，都有 ，

，那么函数 就叫做奇函数。 

 注意：（1）判断函数的奇偶性，首先看定义域是否关于原点对称，不关于原点对称是非奇

非偶函数，若函数的定义域是关于原点对称的，再判断  之一是否成立。 

（2）在判断 与 的关系时，只需验证 及 = 是否成立

即可来确定函数的奇偶性。 

例一. 判断下列函数的奇偶性。 

⑴ ，（2）  （3）  

(4) ，（5） ( ) 2 1
xf x

x
=

+
(6)

 
 

例二.  三次函数奇偶性的判断 

已知函数 ，证明：（1）当 时， 是偶函数 

（2）当 时， 是奇函数 

 

 

例三.  利用函数奇偶性的定义来确定函数中的参数值 

1.函数 是偶函数，定义域为 ，则          ． 

2.设 是定义在 上的偶函数，则 的值域是      ． 

3. 已知 ( ) ( )( )
3

1
xf x

x x a
=

− +
是奇函数，则 的值为_________ 

 

 

( )xf x ( ) ( )xfxf =−

0)()( =−− xfxf ( )xf

( )xf x ( ) ( )xfxf −=−

0)()( =+− xfxf ( )xf

( ) ( )xfxf ±=−

( )xf ( )xf − ( ) ( ) 0=±− xfxf
)(
)(

xf
xf − 1±

xxxf += 2)( xxxf −= 3)( ( ) ( ) ( ) RxxfxfxG ∈−−= ,

xxxf −−= 22)(

dcxbxaxxf +++= 23)( 0== ca )(xf

0== db )(xf

( ) 2 3f x ax bx a b= + + + [ ]1   2a a− ， a b+ =

2( ) 2f x ax bx= + + [ ]1 ,2a+ ( )f x

a

x
xxf 1)( +=
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例四. 利用函数奇偶性的对称 

1下列函数中，既不是奇函数，也不是偶函数的是(   ) 

  A．         B．          

  C．         D．  

2下列函数中，为偶函数的是（   ） 

A．              B．           

C．                D．  

3函数 的图像关于（    ） 

A． 轴对称   B． 直线 对称  C． 坐标原点对称   D． 直线 对称 

4已知函数 是 上的奇函数，且 ，则 =_________ 

5已知函数 是 上的偶函数，则 ，则 =__________ 

答案： 3−  

例五.奇偶函数中的分段问题 

1设 为定义在 上的奇函数，当 时， （ 为常数），则

___     

2 已知 是奇函数，且当 时， ，求 时， 的表达

式。 

 

 

3 已知函数 是定义在 上的奇函数，当 时， ，则

=______ 

4已知 是偶函数，当 时， ，求  

 

xexy +=
x

xy 1
+=

x
xy

2
12 += 21 xy +=

1y x= +
1y
x

=

4y x= y x=

1( )f x x
x

= −

y xy −= xy =

)1( +xf R 4)1( =−f )3(f

)2( +xf R 3)3( −=−f )7(f

( )f x R 0x ≥ ( ) 2 2xf x x b= + + b

( 1)f − =

( )f x 0x > ( ) 2f x x x= − 0x < ( )f x

( )f x R 0≥x 232)( xxxf −= )3(−f

( )f x 0≥x xxxf 2)( 2 += )4(−f
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5设偶函数 满足 ( ) ( )3 1 0f x x x= − ≥ ，则 =____________ 

例六 奇函数的特殊和性质 

1已知函数 ，求 的和为_______ 

2已知 ，且 ，则 =_________ 

3已知 ， ， =_________ 

4已知函数 ＝ ，若 ，则 __________ 

例七  函数奇偶性的结合性质 

1设 、 是 上的函数，且 是奇函数， 是偶函数，则结论正确

的是 

. 是偶函数      .| | 是奇函数 

. | |是奇函数     .| |是奇函数 

2设函数 和 分别是 上的偶函数和奇函数，则下列结论恒成立的是  

 A． 是偶函     B． 是奇函数 

C． |是偶函数   D． 是奇函数 

3 设函数 与 的定义域是 且 , 是偶函数, 是奇函数,

且 ,求 和 的解析式,   
 

 

 

 

三．基础训练 

 

1已知 是偶函数，且 ，则 的值为_____ 

2已知 ，则 的值_______ 

3 已知 其中 为常数，若 ，则 的值等于

________ 

4已知 ，则 的值________ 

( )f x ( ){ }2 0x f x − >

2)( 3 += axxf )2()2( ff +−
7 5 3( ) 6f x x bx cx dx= − + + + ( 3) 12f − = (3)f

8)( 35 −++= bxaxxxf 10)2( =−f )2(f

( )f x
2

2

1
1

x x
x
+ +
+ 3

2)( =af =− )( af

( )f x ( )g x R ( )f x ( )g x

A ( )f x ( )g x B ( )f x ( )g x

C ( )f x ( )g x D ( )f x ( )g x

( )f x ( )g x R

)()( xgxf + )()( xgxf −

)()( xgxf + )()( xgxf −

( )f x ( )g x x R∈ 1x ≠ ± ( )f x ( )g x

1( ) ( )
1

f x g x
x

+ =
−

( )f x ( )g x

)3( +xf 2)0( =f 3)6(2 −f

2)( += xxf )3()3( ff +−

3( ) 4f x ax bx= + − ,a b ( 2) 2f − = (2)f

2)( −= axxf )3()3( ff +−
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4.判断下列函数的奇偶性 

（1）  （2）  （3）   

 （4）  （5） （6）   （7）

  (8) ， (9)    (10) ， 

 

5.设奇函数 在 上为增函数，且 ，则不等式

的解集为__________ 

6.已知偶函数 在 单调递减， ，若 ，则 的取值范

围是______ 

7.已知偶函数 在区间 单调增加，则满足 ＜ 的 取值范

围是_______ 

四．拓展提高 

 

1.若函数 分别是 上的奇函数、偶函数，且满足 ( ) ( ) 2xf x g x− = ，则有

（    ） 

A． B．  

C．  D．  

2.函数 是定义在实数集 R 上的不恒为零的偶函数，且对任意实数 都有

，则 的值是_______      

3.函数 是定义在实数集 R 上的不恒为零的偶函数，且对任意实数 都有

，则 的值是__________    

4.若函数 在 上是奇函数,则 的解析式为_______. 

5.设 是 上的奇函数，且当 时， ，则当

时 ___________ 

1
)( 2 +
=

x
xxf 1)( 2 −= xxf ( ) ( ) )1,1(,

1
11 −∈
−
+

−= x
x
xxxf

2)( 2 −−= xxxf Rxxf ∈= ,1)( xxxf −= 3)(

]2,2[,0)( −∈= xxf 1)( 2 += xxf 1)( += xxf xxf 2)( =

( )f x (0 )+∞， (1) 0f =
( ) ( ) 0f x f x

x
− −

<

( )f x [ )0,+∞ ( )2 0f = ( )1 0f x − > x

( )f x [0, )+∞ (2 1)f x − 1( )
3

f x

( ), ( )f x g x R

(2) (3) (0)f f g< < (0) (3) (2)g f f< <
(2) (0) (3)f g f< < (0) (2) (3)g f f< <

)(xf x

)()1()1( xfxxxf +=+ )
2
5(f

)(xf x

)()1()1( xfxxxf +=+ ))
2
5(( ff

2( )
1

x af x
x bx

+
=

+ +
[ ]1,1− ( )f x

( )f x R [ )0,x∈ +∞ 3( ) (1 )f x x x= + ( ,0)x∈ −∞

( )f x =
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6.已知定义在 上的奇函数 ，当 时， ，那么 时，

 ____________ 

7.奇函数 的定义域为 ，若 为偶函数，且 ，则

（    ） 

8.设定义在 上的奇函数，满足 ，那么

的值_____ 

五、回家作业 

1若函数 是偶函数，求 的值。 

2若函数 是奇函数，求 的值。 

3 函数 是奇函数，定义域为 ，则 的值

是    ． 

4若 是奇函数，则 _______          

5若函数 为偶函数，则实数 _______. 

6若 为奇函数,则实数 ______. 

7 已知 是奇函数 ,且 .若 ,则

_______ . 

8 设 是定义在 上的一个函数，则函数 ，在 上一定是

（    ） 

A．奇函数       B．偶函数   C．既是奇函数又是偶函数            D．非奇非偶函数 

9设 是 上的奇函数，且 的图象关于直线 对称，则 

__________ 

10已知偶函数 的图像关于直线 对称， ，则 ______. 

11设函数 对于任意 都有 ，求证：

是奇函数。 
 
 
 

R ( )f x 0x > 1||)( 2 −+= xxxf 0x <

( )f x =

( )f x R ( 2)f x + (1) 1f = (8) (9)f f+ =

R )2()( += xfxf
)2017()2()1( fff +++ 

( ) 2( 1) 2 3f x m x mx= − + + m

4)1()( 23 −++++= cbxxaxxf 5)( 2 −+ ca

xxbaxxf +++= 23 )1()( ),1( ab − 2)2( ++ ba

1( )
2 1xf x a= +
−

a =

axxxf +−= 2)( =a

( 2)( )( ) x x mf x
x

+ +
= m =

2)( xxfy += 1)1( =f 2)()( += xfxg =− )1(g

)(xf R )()()( xfxfxF −−= R

( )f x R )(xfy =
2
1

=x

=++++ )5()4()3()2()1( fffff

( )f x 2x = 3)3( =f ( 1)f − =

( )xf ,x y R∈ ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + ( )xf
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12已知 ，函数 为奇函数，则        ，

       ． 

13已知奇函数 的，且方程 仅有三个根 ，则

的值_____ 
 

 

 

 

t R∈ 2 , 0,
( )

( ), 0,

x t x
f x

g x x
 + ≥

= 
<

t =

( ( 2))g f − =
( )f x 0)( =xf 321 ,, xxx 321 xxx ++
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  第 16 讲 函数的单调性 

一．知识梳理 

1．单调增函数的定义： 

    一般地，设函数 ( )y f x= 的定义域为 A，区间 I A⊆ ． 

    如果对于区间 I 内的任意两个值 1x ， 2x ，当 1 2x x< 时，都有 )()( 21 xfxf < ，那么就说

( )y f x= 在区间 I 上是单调  递增   函数， I 称为 ( )y f x= 的单调  递增   区间． 

注意：⑴“任意”、“都有”等关键词； 

⑵. 单调性、单调区间是有区别的； 

2．单调减函数的定义： 

    一般地，设函数 ( )y f x= 的定义域为 A，区间 I A⊆ ． 

    如果对于区间 I 内的任意两个值 1x ， 2x ，当 1 2x x< 时，都有 )()( 21 xfxf > ，那么就说

( )y f x= 在区间 I 上是单调  递减   函数， I 称为 ( )y f x= 的单调  递减   区间． 

3．函数图像与单调性：函数在单调增区间上的图像是从左向右  上升   的图像； 

而函数在其单调减区间上的图像是从左向右  下降  的图像。（填＂上升＂或＂下降＂） 

反思： 

① 图象如何表示单调增、单调减？ 

答：在单调区间上增函数的图像从左向右是上升的，减函数的图像从左到右是下降的． 

② 所有函数是不是都具有单调性？单调性与单调区间有什么关系？ 

答：函数的单调性是对定义域内某个区间而言的．  

③ 函数 2( )f x x= 的单调递增区间是 ),0( +∞  ，单调递减区间是 ( )0,∞−   . 

 

试试：如图，定义在[-5,5]上的 f(x)，根据图象说出单调区间及单调性. 

 
单调递增区间： ( )5,3)1,2( 和−  

单调递减区间： ( )3,1)2,5( 和−−  

 

4．函数单调性证明的步骤： 

（1）设单调区间内任意 2121 ,, xxxx <且 ； 

（2） 比较 的大小与 )()( 21 xfxf  ；  

（3） ⇔<⇔< )()( 2121 xfxfxx 增函数 ；   ⇔>⇔< )()( 2121 xfxfxx 减函数 ； 
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(4)写结论：函数 ( )xf 在何区间上单调递增（减）。. 

二．典型例题 

例 1：画出下列函数图象，并写出单调区间．  

（1）
2 2y x= − + ；   （2）

1y
x

= ；     （3）

2 1,     0
( )

2 2,  0
x x

f x
x x

 + ≤
= 

− + >
． 

 

 

 

 

（二）证明函数的单调性： 

例 2：求证：函数 3( ) 1f x x= − + 在区间(－∞,+ ∞)上是单调减函数 

 

 

 

 

 
如果一个函数有两个单调区间，两个区间一般不取并集：  

例 3: 函数
1y
x

= 在其定义域 ( ,0) (0, )−∞ +∞ 上是减函数吗？ 

 

 

 

 

（三）较复杂函数的单调性证明： 

例 4：判断函数
1( )f x x
x

= + ( (0, ))x∈ +∞ 的单调性，并用单调性的定义证明你的结论． 

 

 

 

 

 

例 5：求证：函数 2( ) 1f x x x= + − 在 R 上是单调减函数． 

 

 

 

 

例 6、（1）函数 ( )( )1 3y x x= + − 的递增区间为________。 

（2）函数 2

1
2 3

y
x x

=
− +

的单调递减区间为__________。  

（3）函数
2 2 1y x x= − − 的递减区间为__________。 
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（四）已知函数单调性，求参数范围： 

例 7：  (1)若函数 2( ) 4 5f x x mx m= − + − 在[ 2, )− +∞ 上是增函数，在 ( , 2]−∞ − 上是减

函数，则实数m 的值为 ____； 

（2）若函数 2( ) 4 5f x x mx m= − + − 在[ 2, )− +∞ 上是增函数，则实数m 的取值范围

为         ； 

例 8: 已知函数 ( )f x 的定义域为 ( )1,1− ，且满足下列条件：（1） ( )f x 是奇函数；

（2） ( )f x 在定义域上为减函数：（3） ( ) ( )21 1 0f a f a− + − < ，求实数a 的取值范围。 

 

 

 

 

三．基础训练 

1．在区间(0，＋∞)上不是增函数的函数是 

 （    ） 

 A．y=2x＋1  B．y=3x2＋1  

 C．y=   D．y=2x2＋x＋1 

2．函数 f(x)=4x2－mx＋5在区间［－2，＋∞］上是增函数，在区间(－∞，－2)

上是减函数，则 f(1)等于  

 （    ） 

 A．－7  B．1  

 C．17  D．25 

3．函数 f(x)在区间(－2，3)上是增函数，则 y=f(x＋5)的递增区间是（    ） 

 A．(3，8)  B．(－7，－2)  

 C．(－2，3)  D．(0，5) 

4．函数 f(x)= 在区间(－2，＋∞)上单调递增，则实数 a的取值范围是() 

 A．(0， )  B．( ，＋∞) 

 C．(－2，＋∞)  D．(－∞，－1)∪(1，＋∞) 

5．已知函数 f(x)在区间[a，b]上单调，且 f(a)f(b)＜0，则方程 f(x)=0 在区间[a，

b]内（    ） 

 A．至少有一实根        B．至多有一实根     

 C．没有实根      D．必有唯一的实根 

6．已知函数 f(x)=8＋2x－x2
，如果 g(x)=f( 2－x2

 )，那么函数 g(x) （    ） 

   A．在区间(－1，0)上是减函数          B．在区间(0，1)上是减函数 

   C．在区间(－2，0)上是增函数          D．在区间(0，2)上是增函数 

 

x
2

2
1

+
+

x
ax

2
1

2
1
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7．已知函数 f(x)是 R 上的增函数，A(0，－1)、B(3，1)是其图象上的两点，那么不

等式        |f(x＋1)|＜1的解集的补集是   （    ） 

   A．(－1，2)                        B．(1，4)       

   C．(－∞，－1)∪[4，＋∞）          D． ( ] [ ), 1 2,−∞ − +∞  

8．已知定义域为 R的函数 f(x)在区间(－∞，5)上单调递减，对任意实数 t，都有 f(5

＋t)＝f(5－t)，那么下列式子一定成立的是  

 （    ） 

 A．f(－1)＜f(9)＜f(13) B．f(13)＜f(9)＜f(－1) 

 C．f(9)＜f(－1)＜f(13) D．f(13)＜f(－1)＜f(9) 

9．函数 的递增区间依次                      

（     ） 

A．   B．   

 C．   D  

10．已知函数 在区间 上是减函数，则实数 的取值范围是

（    ） 

 A．a≤-3   B．a≥－3 C．a≤5  D．a≥3 

11．已知f(x)在区间(－∞，＋∞)上是增函数，a、b∈R且a＋b≤0，则下列不等式

中正确的是（    ） 

 A．f(a)＋f(b)≤－f(a)＋f(b)］ B．f(a)＋f(b)≤f(－a)＋f(－b) 

 C．f(a)＋f(b)≥－f(a)＋f(b)］ D．f(a)＋f(b)≥f(－a)＋f(－b) 

12．定义在R上的函数y=f(x)在(－∞，2)上是增函数，且y=f(x＋2)图象的对称轴是x=0，则

 （    ） 

 A．f(－1)＜f(3) B．f (0)＞f(3)   C．f (－1)=f (－3) D．f(2)＜f(3) 

四．拓展提高 

1. 是定义在 上的偶函数，在 上是减函数，且 ，则使得

的 的取值范围是__________ 

2.已知函数 是偶函数，在 上单调递减，则 的单调递增区间是

________ 

3.已知 都是奇函数，如果 的解集是 ， 的解集为

，则 的解集为_________ 

4.已知函数 是 上的奇函数，若当 时， ，则满足

的解集_______________ 

)2()(||)( xxxgxxf −== 和

]1,(],0,( −∞−∞ ),1[],0,( +∞−∞

]1,(),,0[ −∞+∞ ),1[),,0[ +∞+∞

( ) ( )2 2 1 2f x x a x= + − + ( ]4,∞− a

)(xf R ]0,(−∞ 0)2( =f

0)( <xf x

)(xf ),0[ +∞ )1( 2xf −

)(),( xgxf 0)( >xf )10,4( 0)( >xg

)5,2( 0)()( >⋅ xgxf

)(xf R ),0( +∞∈x )4lg()( += xxf

0)( >xf
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5.设 是奇函数，且在 内是增函数，又 ，则 的解集

是______ 

6.函数 是 R上的偶函数，且在 上单调递增，则下列各式成立的是（   ） 

A．              B．  

C．              D．  

7. R上的偶函数 满足：对任意的 ，有 .

则(  ) 

（A）    (B)  

(C)   (D)  

8.函数 在 单调递减，且为奇函数．若 ，则满足

的 的取值范围是__________ 

9.函数 是奇函数，且当 时是增函数，若 ，求不等

式 的解集________。  

10 已 知 函 数 是 定 义 在 上 的 奇 函 数 ， 当 时 ，

。 

若 , ,则实数 的取值范围为_________ 

五．回家作业 

1.已知函数 的定义域为 ，且同时满足下列条件： 

（1） 是奇函数；（2） 在定义域上单调递减；（3） 求

的取值范围。 

 

 

 

 

 

 

( )f x (0, )+∞ ( 3) 0f − = ( ) 0x f x⋅ <

( )f x ),0[ +∞

( )f x 1 2 1 2, [0, )( )x x x x∈ +∞ ≠ 2 1

2 1

( ) ( ) 0f x f x
x x
−

<
−

(3) ( 2) (1)f f f< − < (1) ( 2) (3)f f f< − <

( 2) (1) (3)f f f− < < (3) (1) ( 2)f f f< < −
( )f x ( , )−∞ +∞ ( 11)f = −

21 ( ) 1xf −− ≤ ≤ x

( )( )0f x x ≠ ( )x∈ +∞0， ( )1 0f =

1 0
2

f x − < 
 

( )f x R 0≥x

)32(
2
1)( 222 aaxaxxf −−+−=

Rx∈∀ )()1( xfxf ≤− a

( )f x ( )1,1−

( )f x ( )f x 2(1 ) (1 ) 0,f a f a− + − < a
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2. 已 知 函 数 的 定 义 域 为 ， 且 对 任 意 ， 都 有

，且当 时， 恒成立，证明：（1）函数 是

上的减函数；（2）函数 是奇函数。 

 

 

 

 

 

 

 

3.已知定义在 上的奇函数 满足 ． 

(1)求 的值；   (2)求证：函数 的图像关于直线 对称； 

(3)若 在区间[0,2]上是增函数，试比较 的大小． 

 

 

 

 

 

 

 

4.已知函数 的图像关于原点对称

． 

（1）求 的值；  

（2）若函数 在区间 上为减函数，求实数 的取值范围．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )y f x= R ,a b R∈

( ) ( ) ( )f a b f a f b+ = + 0x > ( ) 0f x < ( )y f x= R

( )y f x=

R )(xf )()4( xfxf −=−

)2012(f )(xf 2=x

)(xf )80(),11(),25( fff −

( ) ( ) ( )( )3 24 3 6f x x m x mx n x R= + − − + − ∈

( ),m n R∈

,m n

( ) ( ) ( )2F x f x ax b= − + [ ]1,2 a
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5.设 为实数，函数 ，  

（1） 讨论 的奇偶性；  （2）求 的最小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.函数 的定义域为 ，若 与 都是奇函数，则(    ) 

(A) 是偶函数                   (B) 是奇函数    

(C)                  (D) 是奇函数 

 

 

 

 

 

 

a 1||)( 2 +−+= axxxf Rx∈

)(xf )(xf

( )f x R ( 1)f x + ( 1)f x −

( )f x ( )f x

( ) ( 2)f x f x= + ( 3)f x +
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